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Introduzione
Il problema degli n orpi non ha, in generale, soluzione analitia per n > 2,
quindi per studiarlo è neessario riorrere alla integrazione numeria del sistema
di equazioni dierenziali he lo denise.
Tuttavia i sistemi dinamii reali, ome per esempio il Sistema Solare, sono
omposti da migliaia di orpi e ognuno di essi, anhe il più piolo, ontribuise
alla dinamia del sistema on la sua attrazione gravitazionale e ontribuise ad
aumentare la dimensione del sistema di equazioni dierenziali.
Inoltre la maggior parte degli oggetti del Sistema Solare è anora sonosiuta
o risulta attualmente persa, nel senso he molti oggetti osservati in passato non
sono anora stati ritrovati.
Inne non esiste soltanto l'interazione gravitazionale tra i diversi orpi: la
loro forma non sferia, i fenomeni relativistii e le radiazioni solari generano
forze he alterano il moto degli oggetti del Sistema Solare.
In un simile senario si rende neessaria una selezione tra gli oggetti e per
fare questo bisogna essere in grado di stimare l'inuenza delle diverse forze in
modo da eliminare quelle di intensità trasurabile rispetto ai propri obiettivi,
ioè rispetto alla preisione di alolo rihiesta.
Nelle pagine he seguono si parlerà prima del problema dei due orpi, l'unio
risolvibile analitiamente, e si vedrà he le oordinate artesiane di un orpo,
ioè la sua posizione e la sua veloità, sono determinate in ogni istante da sei
elementi orbitali. Dopo avere introdotto gli elementi kepleriani e gli elementi
equinotali, si spiegherà ome passare da uno di questi tipi di oordinate a un
altro.
Si parlerà poi del aso di n orpi e delle perturbazioni gravitazionali: esse
dipendono dal sistema di oordinate, ioè dall'origine selta per il sistema di
riferimento. Per ognuno dei tre sistemi di oordinate elioentrio, barientrio e
jaobiano, si sriveranno le equazioni del moto e si desriveranno aluni metodi
per valutare l'eetto dell'attrazione gravitazionale tra i orpi di un sistema pla-
netario. Conosendo soltanto le masse e i semiassi maggiori dei orpi è possibile
stimare le perturbazioni e stabilire quali orpi devono essere onsiderati e quali
possono essere trasurati.
Gli elementi orbitali in oordinate jaobiane risultato più stabili nel tempo,
mentre le oordinate barientrihe sono eienti per le integrazioni numerihe
e quelle elioentrihe sono la selta naturale per le osservazioni all'interno del
Sistema Solare.
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I risultati teorii verranno appliati a pianeti e asteroidi del Sistema Solare e
onfrontati on risultati sperimentali ottenuti dalle eemeridi del Jet Propulsion
Laboratory.
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Capitolo 1
Il problema dei 2 orpi
1.1 Un po' di storia
Quando si sente parlare del Sistema Solare si pensa subito ai nove pianeti, al
Sole, alla nostra Luna, magari ai satelliti degli altri pianeti. Il Sistema Solare è
invee un settore dello spazio estremamente rio di oggetti: i sono migliaia di
omete e migliaia di asteroidi.
Gli asteroidi sono tra gli ultimi arrivati delle soperte dell'uomo per quanto
riguarda il Sistema Solare, tuttavia stanno reentemente destando la uriosità
non solo degli sienziati, ma anhe dei non addetti ai lavori. Anhe il inema ha
subito il fasino di questi pioli oggetti... In realtà a stuzziare la fantasia dei
mass-media non è tanto l'interesse per questi pezzi di roia he vagano nello
spazio, ma il potenziale periolo he essi rappresentano.
I pianeti più luminosi, ovvero Merurio, Venere, Marte, Giove e Saturno,
sono noti probabilmente dalla preistoria, e i sono prove sritte della loro os-
servazione ben prima del 200 a.C., anhe per Merurio, he pur essendo molto
luminoso risulta sempre immerso nel repusolo.
La soperta di Urano risale al 13 marzo 1781 per merito di William Hershell,
anhe se era già stato osservato in diverse irostanze dal 1690, senza però essere
rionosiuto ome un pianeta.
Nettuno fu soperto invee il 23 settembre 1846 da Johann Gottfried Galle
e H. D'Arrest, sulla base dei aloli di Urban-Jean-Joseph Le Verrier. In realtà
il primo a doumentarne un'osservazione fu Galileo Galilei il 28 Diembre 1612,
tuttavia lo sambiò per una stella.
L'ultimo pianeta soperto fu Plutone, da parte di Clyde Tombaugh il 13
marzo 1929, anhe se oggi non viene più onsiderato un pianeta, ma è stato
atalogato ome pianeta nano il 24 agosto 2006 e battezzato formalmente 134340
Pluto dall'Unione Astronomia Internazionale.
La soperta del primo asteroide risale al 1 gennaio 1801, grazie a Giuseppe
Piazzi, molti anni prima della soperta del gigante Nettuno: il nuovo orpo fu
hiamato Cerere (anh'esso ridenito oggi un pianeta nano), ome la dea delle
messi, glia di Saturno. Il matematio tedeso Johann Carl Friedrih Gauss
stabilì he esso si muove attorno al Sole lungo un'orbita ellittia e ne alolò
semiasse maggiore, inlinazione ed eentriità. Da allora le soperte di asteroidi
si sono moltipliate.
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Nome Diametro (km) Massa (kg) Distanza dal Sole Periodo Sopritore
1 Cerere 960 x 932 8.70× 1020 4.139 × 108 km 4.60 anni G.Piazzi,1801
2 Pallas 570 x 525 x 482 3.18× 1020 4.145 × 108 km 4.61 anni H.Olbers,1802
3 Juno 240 km 2.00× 1019 2.7 U.A. 4.36 anni K.Harding,1804
4 Vesta 530 km 3.00× 1020 3.534 × 108 km 3.63 anni H.Olbers,1807
Tabella 1.1: I primi asteroidi soperti
Tradizionalmente sono stati deniti asteroidi o pianetini quei pioli pianeti le
ui orbite sono omprese fra Marte e Giove. La realtà sia ha portato a una
orrezione di questo onetto: il nome asteroide (o più in generale minor planet)
viene dato a tutti quegli oggetti he:
• non sono identiati ome veri pianeti;
• non sono satelliti di qualhe pianeta;
• non hanno aratteristihe di attività tipihe delle omete.
La quasi totalità degli asteroidi ha orbite omprese fra quelle di Marte e di Giove,
ossia si trovano a distanze omprese fra le 1.5 U.A.
1
e le 5.2 U.A. dal Sole. Ne
sono già stati atalogati ira treentomila e migliaia di nuovi asteroidi vengono
soperti ogni anno, ma probabilmente esistono altre entinaia di migliaia di
asteroidi anora da soprire.
Inizialmente i nomi degli asteroidi erano omposti da un numero e da un nome
latino (femminile). In seguito i nomi furono attribuiti solo agli asteroidi osservati
per almeno tre opposizioni. I numeri degli asteroidi sono assegnati seondo
l'ordine on ui sono stati soperti. Oltre a questi nomi se ne possono sentire altri
del tipo 1992QB1, e queste sono le designazioni provvisorie, omposte dall'anno
di soperta, la metà del mese di soperta (indiata dalla prima lettera) e l'ordine
seondo ui la notizia è pervenuta al Minor Planet Center (indiato dalla seonda
lettera). Se nella stessa metà del mese sono state fatte più di 25 soperte, la
seonda lettera si indiizza on il numero 1, per più di 50 soperte si aggiunge il
numero 2 e osì via. Dunque 1992QB1 è l'oggetto soperto ome ventisettesimo
nel periodo he va dal 16 al 31 agosto 1992.
Gli asteroidi si soprono ovviamente al telesopio, osservandone il movimento
rispetto alle stelle, dal momento he il loro aspetto dalla Terra appare del tutto
simile a quello di una stella: quando la durata della posa fotograa è grande,
l'immagine di un asteroide ha l'aspetto di una linea, a ausa delle variazioni in
asensione retta e in delinazione. L'osservazione onsente dunque di individua-
re l'asteroide, ma per poterlo ritrovare nel ielo in ogni momento è neessario
alolarne l'orbita.
Ogni orpo del Sistema Solare subise l'attrazione gravitazionale degli altri
orpi, dunque per determinare un'orbita bisogna onosere la posizione di tutti
gli altri orpi, o almeno quella dei orpi di massa maggiore. Il orpo più grande
del Sistema Solare è il Sole e se si immagina di eliminare tutti i orpi tranne
il Sole e l'asteroide da studiare, si ottiene un sistema di due orpi e lo studio
dell'orbita si hiama in questo aso problema dei due orpi. La soluzione di
questo problema fornise l'orbita dell'asteroide, ma la presenza dei pianeti rende
1
U.A. india l'unità astronomia, pari alla distanza media Terra-Sole: 149.597.870
hilometri
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impreiso il risultato, osì si passa allo studio di un sistema omposto da più
orpi e il problema orrispondente si die problema degli n orpi.
1.2 La forza gravitazionale
Lo studio del moto di due punti materiali (o omunque orpi aventi una distri-
buzione di massa a simmetria sferia) soggetti eslusivamente all'azione delle
mutue forze gravitazionali (ioè un sistema materiale isolato omposto da due
masse puntiformi) è un problema lassio della meania eleste, detto proble-
ma dei due orpi. Si tratta di una idealizzazione di situazioni reali, sia per la
natura dei orpi (punti materiali, dotati di massa nita e dimensioni nulle) he
per il ontesto meanio in ui sono olloati (sistema isolato soggetto a sole
forze gravitazionali):
1. la selta delle masse puntiformi è giustiata dalla proprietà del barientro
seondo ui il moto di un orpo è omposto da un moto del barientro
(punto geometrio dotato dell'intera massa del orpo) e di un moto del
orpo stesso attorno al proprio barientro. Si può inoltre dimostrare he
un orpo esteso, le ui masse siano disposte on simmetria sferia, produe
lo stesso ampo gravitazionale di un punto materiale posto nel barientro
del orpo e avente la sua stessa massa, e i pianeti hanno forma quasi
sferia;
2. l'ipotesi he il sistema sia isolato è anh'essa un'astrazione, in quanto non
esiste un sistema materiale non soggetto a forze esterne e sono sempre
presenti forze interne di natura non gravitazionale, ma tali forze possono
essere spesso trattate ome perturbazioni sulle soluzioni del problema di
due punti materiali.
Consideriamo dunque in un sistema di riferimento inerziale e un sistema di
oordinate (X,Y, Z) on origine in un punto ssato O, due punti materiali (per
esempio il Sole e un pianeta) di posizioni
~P1 e ~P2 on relative masse m1 e m2:
la forza di ui essi risentono è espressa dalla legge di Newton
m1 ~¨P1 = −Gm1m2|~P |3
(~P1 − ~P2) (1.1)
m2 ~¨P2 = −Gm1m2|~P |3
(~P2 − ~P1) (1.2)
dove
~P = ~P2− ~P1 ha l'origine nel punto O1 su ui giae la massam1 e la quantità
G è la ostante gravitazionale
G ≃ 6.673× 10−23 [Km]
3
[gm][sec.]2
. (1.3)
Il punto O1 può essere preso ome origine di un nuovo sistema di riferimento
e di oordinate (x, y, z) (non inerziale) ottenuto dalla traslazione di O su O1.
Se
~P1 è la posizione del Sole, si parla di sistema di oordinate elioentrio.
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Dividendo l'equazione (1.1) per m1 e l'equazione (1.2) per m2 e sottraendo
la prima relazione ottenuta alla seonda abbiamo he nel sistema di oordinate
relativo a O1 vale l'equazione del moto
~¨P = −G(m1 +m2)
|~P |3
~P . (1.4)
Deniamo il entro di massa (o barientro) del sistema di due punti materiali
ome l'apie del vettore
~R =
m1 ~P1 +m2 ~P2
m1 +m2
e osserviamo he, ome in ogni sistema isolato, esso si muove di moto rettilineo
uniforme:
d2
dt2
[(m1 +m2)~R] =
d2
dt2
(m1 ~P1 +m2 ~P2) = m1 ~¨P1 +m2 ~¨P2 = 0 .
Denendo inoltre la massa ridotta del sistema
µ =
m1m2
m1 +m2
,
il problema della determinazione del moto dei due punti materiali si ridue alla
determinazione delle soluzioni del sistema:

(m1 +m2) ~¨R = 0
µ ~¨P = −Gm1m2
|~P |3
~P
(1.5)
infatti i vettori posizione
~P1 e ~P2 si possono riavare failmente, una volta trovati
i vettori
~R e ~P , utilizzando le formule
~P1 = ~R− m2
m1 +m2
~P (1.6)
~P2 = ~R+
m1
m1 +m2
~P (1.7)
Quindi il entro di massa o è in quiete o si muove di moto rettilineo uni-
forme, mentre per quanto riguarda la posizione relativa, la seonda delle (1.5)
è identia all'equazione del moto di un punto
~P , di massa uguale alla massa
ridotta, soggetto a una forza entrale
2
di entro O1.
Passando inne a un sistema di oordinate avente l'origine nel entro di
massa, le equazioni del moto sono date dalle equazioni (1.1) e (1.2), dove
~Pi è
il vettore posizione dell'i-esimo orpo rispetto al barientro. Pertanto, mentre
nel sistema di oordinate relativo a O1 l'aelerazione (relativa) dipende dalla
somma delle masse, l'aelerazione di un orpo nel sistema di oordinate relativo
al barientro dipende dalla massa dell'altro orpo.
2
Un ampo di forza f si die entrale se esiste un punto sso C tale he per ogni altro
punto P risulta f(P )× ~CP = 0.
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1.3 Il piano orbitale
Un primo risultato fondamentale è he il momento angolare
~J = ~P × ~˙P è una
ostante del moto, ioè un integrale primo del problema
3
, per ui il moto
stesso risulta piano: il momento della forza gravitazionale è
~M = ~˙J = ~P× ~Fg = 0
perhé il vettore posizione
~P e la forza gravitazionale ~Fg sono vettori paralleli.
Nel piano { ~Q ∈ R3 | ~J ~Q = 0} perpendiolare al versore eˆz = ~J/| ~J | onsi-
deriamo due orpi puntiformi P1 e P2 di masse rispettivamente m1 e m2 e un
sistema di oordinate relativo alla posizione del primo orpo. Introduendo le
oordinate polari r = |~P | e θ (angolo tra ~P e un asse sso, selto a piaere nel
piano), on i versori eˆr parallelo a ~P e eˆθ tale he eˆr × eˆθ = eˆz (gura 1.1),
otteniamo il valore di J = | ~J | e l'equazione del moto nella forma
J = r2θ˙
r¨ =
J2
r3
− G(m1 +m2)
r2
. (1.8)
Figura 1.1: Coordinate polari sul piano del moto
Verihiamo le due preedenti relazioni, indiando on ~r il vettore posizione
~P della massa m2 rispetto alla massa m1, on r il modulo di ~r e on eˆr = ~r/r
il versore posizione della massa m2:
eˆr = (cos θ, sin θ) , eˆθ = (− sin θ, cos θ)
˙ˆer = (−θ˙ sin θ, θ˙ cos θ) = θ˙(− sin θ, cos θ) = θ˙eˆθ
˙ˆeθ = (−θ˙ cos θ,−θ˙ sin θ) = −θ˙eˆr
3
Una funzione reale E si die un integrale primo di un sistema di equazioni dierenziali se
è dierenziabile e tale he E(X(t)) = E(X0) per ogni soluzione X(t) dell'equazione, ioè per
ogni ondizione iniziale X0.
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e derivando l'espressione ~r = reˆr
~˙r = r˙eˆr + rθ˙eˆθ (1.9)
dove risulta r˙eˆr = 0 se il raggio resta ostante (moto irolare). Possiamo quindi
srivere l'equazione del moto
~¨r = (r¨ − rθ˙2)eˆr + (rθ¨ + 2r˙θ˙)eˆθ = −G(m1 +m2)
r2
eˆr
da ui si ottiene
rθ¨ + 2r˙θ˙ =
1
r
d
dt
(r2 θ˙) = 0 =⇒ r2θ˙ = ostante
Ma r2θ˙ non è altro he il modulo J del momento angolare per unità di massa
~J = ~r × ~˙r, infatti ~J = reˆr × (r˙eˆr + rθ˙eˆθ) = r2θ˙eˆz.
Eguagliando le omponenti di eˆr della equazione del moto si ottiene
r¨ = rθ˙2 − G(m1 +m2)
r2
(1.10)
da ui disende la (1.8), essendo θ˙ = J/r2.
Il problema dei due orpi si ridue quindi alla soluzione del sistema formato
dalle (1.8).
Se vogliamo trovare l'orbita dobbiamo poter srivere r in funzione di un
angolo: deniamo il vettore di Lenz
~e =
1
GM
~˙r × ~J − eˆr
on M = m1 +m2 .
Proposizione 1.3.1. Per la forza gravitazionale risulta ~˙e ≡ 0.
Dimostrazione. Sia
~A = ~˙r × ~J = (r˙eˆr + rθ˙eˆθ) × (r2θ˙eˆz) = −r˙r2θ˙eˆθ + r3θ˙2eˆr:
derivando rispetto al tempo si ha
~˙A = (−r¨r2θ˙−2rr˙2θ˙−r˙r2θ¨+r3θ˙3)eˆθ+(4r˙r2θ˙2+
2r3θ˙θ¨)eˆr. Utilizzando le espressioni
θ˙ =
J
r2
, θ¨ = −2Jr˙
r3
si riava
~˙A = (−r¨r2θ˙ + r3θ˙3)eˆθ; per la (1.10) si ha ~˙A = r2(−r¨ + rθ˙2)θ˙eˆθ =
GMθ˙eˆθ = GM ˙ˆer, e inne
~˙e =
1
GM
~˙A− ˙ˆer = 0.
Quindi ~e è un vettore del piano orbitale (per ostruzione) sso nel tempo (è ioè
un integrale primo del problema).
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Possiamo ora introdurre un nuovo sistema di riferimento orbitale (x1, y1, z1)
entrato in O1, on asse delle asisse in direzione di ~e e asse z1 lungo ~J , e denire
anomalia vera l'angolo f tra ~e e ~r , ioè tale he risulti
~e
e
· eˆr = cos f
dove e = |~e|. Con l'anomalia vera possiamo srivere r ome sezione onia
(Appendie B):
e cos f = ~e · eˆr =
[ 1
GM
(−r˙r2θ˙eˆθ + r3θ˙2eˆr)− eˆr
]
· eˆr =
=
1
GM
(r3 θ˙2)− 1 = 1
GM
J2
r
− 1
da ui si ottiene l'espressione di r in funzione di f (equazione foale di una
onia)
r(f) =
J2/GM
1 + e cos f
. (1.11)
Il modulo e del vettore di Lenz si die eentriità della onia (o dell'orbita).
Introduendo il semi-lato retto p = J
2
GM , abbiamo
r =
p
1 + e cos f
=⇒ r = p− er cos f (1.12)
e onsiderando le oordinate artesiane
¨
x1 = r cos f
y1 = r sin f
si ottiene subito l'equazione x21+y
2
1 = (p−ex1)2 he è l'equazione di una onia
on asse di simmetria oinidente on l'asse delle asisse (lungo il vettore di
Lenz). Possiamo notare he risulta p = r(π/2) e he la distanza massima tra
due punti di un ellisse è data da
r(0) + r(π) =
p
1 + e
+
p
1− e =
2p
1− e2 .
Il semiasse maggiore a è denito ome la quantità
a =
p
1− e2 (1.13)
e utilizzando la denizione di p si riava la relazione
J2 = GMa(1− e2) (1.14)
Al variare di e si hanno i seguenti asi:
e = 0 ⇒ r = a ostante ⇒ ironferenza
0 < e < 1 ⇒ a > 0 nito ⇒ ellisse
e = 1 ⇒ a =∞ ⇒ parabola
e > 1 ⇒ a < 0 nito ⇒ iperbole
(1.15)
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Dunque, a seonda del valore dell'eentriità, l'equazione (1.11) dell'orbita
r =
J2/GM
1 + e cos f
=
a(1− e2)
1 + e cos f
(e 6= 1)
rappresenta onihe dierenti e in aso di orbita ellittia abbiamo rmin = a(1−e)
e rmax = a(1 + e), dove rmin e rmax sono i raggi minimo e massimo dell'ellisse
e si diono rispettivamente perientro e apoentro (gura 1.2).
Figura 1.2: Orbita ellittia
Poihé r è minimo per f = 0, il vettore di Lenz punta nella direzione del
perientro. Si può inoltre osservare he, ome i si aspetta dalla geometria
dell'ellisse,
a =
rmin + rmax
2
.
Il semiasse minore è dato dalla relazione b = a
√
1− e2 (sostituendo x1 = −ae
e p = a(1 − e2) nell'equazione della onia).
L'equazione (1.11) fornise la forma dell'orbita ma non dà indiazioni sui
tempi in ui essa viene perorsa, ioè sulla legge oraria. Deniamo allora
per le orbite ellittihe (le orbite parabolihe e iperbolihe rihiederebbero una
trattazione a parte) il moto medio
n =
2π
T
(1.16)
dove T è il periodo dell'orbita. Se l'orbita è irolare n è la veloità angolare
(ostante) in ogni punto della urva.
Siamo ora in grado di enuniare e spiegare le 3 leggi di Keplero.
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I Legge di Keplero. Tutti i pianeti desrivono delle ellissi di ui il Sole
oupa uno dei fuohi.
II Legge di Keplero. Le aree spazzate dal raggio vettore sono proporzionali
al tempo (ioè un pianeta spazza aree uguali in tempi uguali).
III Legge di Keplero. I quadrati dei tempi delle rivoluzioni siderali (periodi
siderali) sono direttamente proporzionali ai ubi dei semiassi maggiori delle
orbite.
Abbiamo veriato (e generalizzato) la prima osservando he le orbite sono
onihe e i pianeti in partiolare hanno eentriità strettamente omprese tra
0 e 1. La seonda legge si riava dal fatto he J è ostante; sia infatti dA l'area
spazzata dal pianeta dopo avere perorso un tratto di orbita ds = rdθ (gura
1.3):
Figura 1.3: Veloità areolare
dA =
r
2
ds =
1
2
r2dθ
e la veloità areolare sarà
dA
dt
=
1
2
r2θ˙ =
1
2
J ostante.
La terza legge si esprime spesso nella forma
n2a3 = GM da ui n =
É
GM
a3
(il quadrato del moto medio è inversamente proporzionale al ubo del semiasse
maggiore) dove M = m1 +m2, e si riava a partire dalla seonda legge, onsi-
derando l'area spazzata in un intero periodo T (è l'intera ellisse) e utilizzando
l'espressione (1.14):
A˙T = πab ⇒ J
2
2π
n
= πab ⇒ J
n
= ab ⇒
⇒
√
GMa(1− e2)
n
= a2
√
1− e2 ⇒ na3/2 =
√
GM .
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Osservazione 1. Nella formulazione originale, Keplero dieva he la ostante
data dal rapporto tra il quadrato dei tempi e i ubi dei semiassi maggiori fosse
la stessa per tutti i pianeti. Ciò non è esatto, ma vale on buona approssimazione
se si suppone m2 ≪ m1.
1.4 Gli elementi kepleriani
Il moto di un pianeta è noto se se ne onose il piano orbitale, le dimensioni e
la forma dell'orbita, il suo orientamento nel piano e l'istante in ui esso si trova
in un dato punto della sua orbita. Le grandezze he determinano questa orbita
si diono elementi orbitali.
Consideriamo il sistema di oordinate (x, y, z) on l'origine nel entro di uno
dei orpi (gura 1.4): deniamo la linea dei nodi ome la retta di intersezione
del piano xy (detto piano prinipale) on il piano orbitale, e il nodo asendente
γ ome il punto dove l'orbita intersea il piano xy passando da valori negativi
a valori positivi di z.
Figura 1.4: Orbita nello spazio tridimensionale
Il piano prinipale rispetto al quale si determina la posizione dell'orbita
dei pianeti è il piano dell'elittia (ioè il piano su ui giae l'orbita della Terra
intorno al Sole, he dal punto di vista osservativo orrisponde alla linea perorsa
dal Sole sulla volta eleste in un anno) e i sei elementi orbitali sono:
1. il semiasse maggiore;
2. l'eentriità dell'orbita;
16
3. l'inlinazione I del piano dell'orbita sul piano xy (ioè l'angolo tra il
vettore momento angolare
~J e l'asse z), i ui valori vanno da 0◦ a 180◦;
4. la longitudine del nodo asendente, ovvero l'angolo (misurato in senso
antiorario) Ω ompreso tra l'asse x e il versore del nodo asendente Qˆ: essa
varia tra 0◦ e 360◦;
5. l'argomento del perielio, ovvero l'angolo ω ompreso tra Qˆ e il vettore
di Lenz: lo si onta da 0◦ a 360◦ nel piano dell'orbita e nel senso del moto
del pianeta;
6. l'anomalia vera f (oppure l'istante t0 del passaggio al perientro).
La longitudine del nodo asendente e l'inlinazione determinano la posizione nel-
lo spazio del piano dell'orbita. L'argomento del perielio determina la posizione
dell'orbita nel suo piano, mentre il semiasse maggiore e l'eentriità determi-
nano le dimensioni e la forma dell'orbita. Talvolta al posto di ω si utilizza la
longitudine del perielio ω˜ = Ω+ω, in partiolare quando l'inlinazione tende
a zero, quando ioè la linea dei nodi è indenita.
Riguardo alla nomenlatura degli angoli, tradizionalmente vengono hiamati
anomalie gli angoli misurati nel piano orbitale a partire dalla linea degli apsidi
(quella su ui giae il vettore di Lenz, ioè la direzione nel piano orbitale in
ui si ha il punto di massimo avviinamento del pianeta al Sole, il perielio),
vengono hiamati argomenti gli angoli misurati nel piano orbitale a partire dalla
linea dei nodi e inne vengono hiamati longitudini gli angoli misurati nel piano
prinipale del sistema di riferimento inerziale a partire dall'asse x, anhe quando
(ome nel aso della longitudine del perielio) l'angolo sia in realtà formato dalla
somma di più termini, di ui solo il primo è misurato a partire dall'asse x.
Introduendo l'anomalia media ℓ = n(t− t0) (dove t0 è in genere il tempo
del perientro, perielio per i pianeti) e l'anomalia eentria u denita da
x1 = r cos f = a cosu− ae (1.17)
y1 = r sin f = a
√
1− e2 sinu (1.18)
possiamo srivere r in funzione di u: partendo dalla (1.12) e utilizzando l'espres-
sione (1.13) si ha r + er cos f = a(1− e2) e per la (1.17) risulta
r(u) = a(1− e cosu) . (1.19)
Sostituendo a r la sua espressione data dalla (1.12) nella (1.17) e nella (1.18),
si trova l'anomalia eentria in funzione dell'anomalia vera:
sinu =
√
1− e2 sin f
1 + e cos f
, cosu =
e+ cos f
1 + e cos f
. (1.20)
La posizione r è dunque nota se si onose l'anomalia eentria e quest'ul-
tima si ottiene grazie alla seguente equazione di Keplero
u− e sinu = ℓ
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Figura 1.5: Signiato geometrio di anomalia vera e anomalia eentria
he stabilise una orrispondenza tra punti dell'ellisse e punti della ironferenza
onentria di diametro uguale all'asse maggiore, e he ora dimostriamo (gura
1.5):
area(ùSPA)
t− t0 =
area ellisse
T
per la II Legge di Keplero, e da questa
area(ùSPA) =
πab
T
(t− t0) = abn
2
(t− t0) = 1
2
abℓ =
1
2
a2
√
1− e2 ℓ .
Ma l'area di
ùSPA si ottiene anhe ome somma area(ùSPA) = area(
△
SPR) +
area(ùRPA) e le aree delle due gure he la ompongono sono date da
area(
△
SPR) =
1
2
r2 cos f sin f =
1
2
(a cosu− ae)a
√
1− e2 sinu
area(ùRPA) =
√
1− e2 area(ùRQA) =
=
√
1− e2(area(ùCQA)− area(
△
CQR)) =
√
1− e2(1
2
a2u− 1
2
a2 cosu sinu)
)
.
Sommando ora le due aree appena ottenute si ha
area(ùSPA) =
=
1
2
(a cosu− ae)a
√
1− e2 sinu+
√
1− e2(1
2
a2u− 1
2
a2 cosu sinu)
)
=
=
1
2
a2
√
1− e2(u− e sinu)
e uguagliando le due espressioni dell'area di
ùSPA si trova subito l'equazione di
Keplero.
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L'anomalia media è utile perhé è faile alolarla onosendone il valore al
tempo t1 on l'espressione
ℓ(t) = n(t− t1) + ℓ(t1) .
Gli elementi orbitali aventi l'anomalia media ome sesto elemento sono detti
elementi kepleriani.
Se è nota l'anomalia eentria (o l'anomalia vera, dalla quale si alola
quella eentria on le formule (1.17) e (1.18)), l'equazione di Keplero fornise
immediatamente l'anomalia media e quindi il tempo al quale orrisponde la
direzione data.
Se invee si vuole trovare la posizione f a un tempo t dato, oorre alolare
la funzione inversa, ioè risolvere l'equazione di Keplero rispetto a u.
Un aso tipio è quello del alolo delle eemeridi di un pianeta, di ui si o-
nosono gli elementi orbitali e si vuole determinare la posizione a un erto istan-
te: sono dunque note l'anomalia media e l'eentriità e si vuole determinare
l'anomalia eentria. Il termine eemeride (dal greo ephemeros, `giornaliero')
india una tavola in ui si riportano in antiipo e on periodiità giornaliera le
oordinate elesti del Sole, della Luna e dei pianeti del Sistema Solare. Quando
anora non era disponibile a tutti software he permettesse di alolare rapida-
mente le posizioni dei orpi elesti, le eemeridi erano uno strumento essenziale
sia per gli astronomi he dovevano pianiare le osservazioni, sia per i marinai
he dovevano `fare il punto' della nave, ioè stabilire il luogo esatto in ui si
trova un'imbarazione, riorrendo a diversi tipi di strumenti e di aloli.
L'equazione di Keplero non si può risolvere analitiamente (on funzioni ele-
mentari), ma esiste un proedimento numerio inventato da Newton per questo
sopo: il metodo di Newton.
1.5 Metodo di Newton
Data una funzione f(x) derivabile, onsideriamo l'equazione f(x) = 0 e, par-
tendo da una stima iniziale x0 di una radie, si genera una suessione di valori
approssimati xk, dove, supposto noto xk, il suessivo valore xk+1 è ottenuto
ome l'intersezione on l'asse x della tangente nel punto (xk, f(xk)). In altre
parole, all'equazione f(x) = 0 si sostituise per k = 0, 1, . . . l'equazione lineare
f(xk) + (x − xk)f ′(xk) = 0 dalla quale, se f ′(xk) 6= 0 (ioè la tangente non è
parallela all'asse x) si riava
xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)
.
Il metodo esposto prende il nome di metodo di Newton (o metodo di Newton-
Raphson).
Se f : R → R è ontinua on le derivate del primo e del seondo ordine in
un intervallo ontenente una radie semplie α, allora esiste un intorno I di α
in ui f ′(x) 6= 0 pertanto, sviluppando in serie di Taylor la funzione f intorno a
un punto xk si ha
0 = f(α) = f(xk) + (α− xk)f ′(xk) + 1
2
(α− xk)2f ′′(ξ) , ξ ∈ (xk, α)
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da ui, dividendo per f ′(xk)
f(xk)
f ′(xk)
+ α− xk = α− xk+1 =
− 12 (α− xk)2f ′′(ξ)
f ′(xk)
.
Pertanto, hiamando εk = xk − α, si ha la relazione
εk+1 =
1
2
ε2k
f ′′(ξ)
f ′(xk)
⇒ |εk+1||εk|2 −→
1
2
∣∣∣∣f ′′(α)f ′(α)
∣∣∣∣ = C per xk → α . (1.21)
Essendo dunque l'errore al passo k + 1 proporzionale al quadrato dell'errore al
passo k, si die he il metodo di Newton ha onvergenza quadratia.
Indiata on M una ostante tale he
M ≥ 1
2
∣∣∣∣f ′′(y)f ′(x)
∣∣∣∣ , ∀x, y ∈ I
dalla (1.21) si ha |εk+1| ≤Mε2k ⇒ |Mεk+1| ≤ (Mεk)2 da ui, per riorrenza
|εk| ≤ 1
M
|Mε0|2
k
pertanto il metodo di Newton è onvergente se il valore iniziale x0 è selto
suientemente viino alla radie α, più preisamente tale he
|Mε0| = |M(x0 − α)| < 1 . (1.22)
Questo risultato di onvergenza viene detto di tipo loale, in quanto assiura
la onvergenza del metodo quando il valore iniziale è selto onvenientemente.
In un risultato di tipo globale, invee, la onvergenza è assiurata per tutti i
valori x0 in un intervallo ontenente la soluzione noto a priori. Un esempio di
risultato globale è presentato dal seguente teorema.
Teorema 1.5.1. Sia f ∈ C2(S), S = [α, α+ρ] (rispettivamente S = [α−ρ, α]),
ρ > 0, tale he
f(x)f ′′(x) > 0 , f ′(x) 6= 0 , per x ∈ S − {α}.
Se x0 ∈ S−{α}, la suessione ottenuta on il metodo di Newton è deresente
(rispettivamente resente) e onvergente ad α.
Dimostrazione. [2℄ pp.134
Le ondizioni di onvergenza analizzate sono ondizioni soltanto suienti,
quindi per partiolari problemi il metodo può onvergere anhe in ondizioni
meno restrittive.
Il metodo di Newton appliato alla risoluzione dell'equazione di Keplero on-
siste nel ostruire una suessione {uk} a partire da una prima approssimazione
u0, utilizzando la linearizzazione dell'equazione in ogni punto (sviluppo di Taylor
tronato al primo termine):
ℓ = f(u) = u− e sinu = (uk − e sinuk) + (1− e cosuk)(u− uk) +O
(
(u − uk)2
)
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e trasurando i termini del seondo ordine si ha
(1− e cosuk)(u − uk) ≃ ℓ− (uk − e sinuk)
da ui si denise la suessione {uk} per riorrenza mediante (gura 1.6)
uk+1 = uk − (uk − e sinuk)− ℓ
1− e cosuk
Figura 1.6: Il metodo di Newton
La onvergenza dipende dalle derivate f ′(u) = 1 − e cosu e f ′′(u) = e sinu
della funzione f(u), dal valore dell'anomalia media e dalla selta del punto u0
iniziale: per esempio, per 0 < e < 1,
M = max
x,y∈(u0,α)
1
2
∣∣∣∣f ′′(y)f ′(x)
∣∣∣∣ ≤ maxx,y∈R 12
∣∣∣∣ e sin y1− e cosx
∣∣∣∣ = 12
∣∣∣∣ e1− e
∣∣∣∣ ,
dove α è la soluzione dell'equazione e u0 è un punto iniziale ssato. Per la (1.22)
la onvergenza dipende da M e uno studio della funzione
M(e) =
1
2
e
1− e
mostra he per valori dell'eentriità prossimi a 1 possono veriarsi problemi
di onvergenza (la funzione diverge).
1.6 Elementi equinotali
I sei elementi kepleriani non sono ben deniti per orbite on eentriità o in-
linazione prossima a zero: in partiolare, la longitudine del nodo asendente
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e l'argomento del perielio risultano indeterminati per I = 0, mentre per e = 0
risultano indeterminati l'anomalia media e anora l'argomento del perielio. Ciò
implia he la trasformazione di oordinate da elementi kepleriani a vettori po-
sizione e veloità è loalmente non invertibile nell'intorno di I = 0 ed e = 0;
questo fatto introdue instabilità numerihe in alune appliazioni (per esempio
nel metodo dei minimi quadrati per la determinazione degli elementi orbitali a
partire da osservazioni), per ui può rendersi neessaria una parametrizzazione
dell'orbita he non presenti questo inonveniente.
A tale proposito, poihé le direzioni della linea dei nodi e del perientro (vetto-
re di Lenz) sono indeterminate per I = e = 0, oorre evitare di usare angoli
he siano deniti a partire da tali direzioni, quindi argomenti e anomalie vanno
sostituiti on opportune longitudini.
Deniamo dunque altre grandezze e un nuovo sistema di riferimento: onsi-
deriamo sul piano dell'orbita un versore fˆ he formi un angolo Ω on il versore
del nodo asendente Qˆ e formi un angolo ω˜ = ω+Ω (la longitudine del perielio)
on il vettore di Lenz. In questo modo, quando l'inlinazione I tende a zero,
l'asse del nuovo versore viene a oinidere on l'asse x del sistema di riferimento
inerziale, risultando omunque ben denito.
Un altro versore gˆ sul piano orbitale sia ottenuto dalla rotazione di fˆ di
90 gradi in senso antiorario e inne sia wˆ il versore di ~J . La terna artesiana
fˆ , gˆ, wˆ è detta sistema di riferimento equinotale e indihiamo le oordinate di
un generio punto nel riferimento equinotale on xE , yE , zE. Introduiamo i
seguenti nuovi elementi:
h =


~e gˆ = e cos(ω˜ − π2 ) = e sin ω˜ se I 6= 0, e 6= 0
~e yˆ se I = 0
0 se e = 0
(1.23)
k =


~e fˆ = e cos ω˜ se I 6= 0, e 6= 0
~e xˆ se I = 0
0 se e = 0
(1.24)
p = tan
I
2
sinΩ , q = tan
I
2
cosΩ .
Le quantità p e q si possono anhe esprimere in funzione delle omponenti del
versore wˆ del momento angolare:
p =
w1
1 + w3
, q =
w2
1 + w3
(1.25)
Per provarlo, sriviamo il versore wˆ nel sistema di riferimento inerziale (ioè
rispetto ai versori xˆ, yˆ e zˆ) e in funzione di Ω e I: se hˆ è il versore ruotato di
90◦ in senso antiorario rispetto a Qˆ sul piano xy, ioè hˆ = −xˆ sinΩ + yˆ cosΩ,
risulta
wˆ = −hˆ sin I + zˆ cos I = (xˆ sinΩ− yˆ cosΩ) sin I + zˆ cos I =
= xˆ sinΩ sin I − yˆ cosΩ sin I + zˆ cos I .
Dunque per la formula di bisezione della tangente si onlude
w1
1 + w3
=
sin I
1 + cos I
sinΩ = ±
√
1− cos2 I
1 + cos I
sinΩ =
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±
√
(1− cos I)(1 + cos I)
1 + cos I
sinΩ = ±
Ê
1− cos I
1 + cos I
sinΩ = tan
I
2
sinΩ
e analogamente si dimostra l'espressione di q.
Per quanto onerne la sostituzione dell'anomalia media, introduiamo la lon-
gitudine media λ denita ome
λ =


ℓ + ω˜ se e, I 6= 0
ang(~P , Qˆ) + Ω se e = 0
ang(~e, xˆ) + ℓ se I = 0
ang(~P , xˆ) se e = I = 0
(1.26)
Le grandezze a, h, k, p, q, λ sono dette elementi equinotali.
Con i nuovi elementi orbitali bisogna anhe risrivere l'equazione di Keplero: in-
troduendo la longitudine eentria F = u+ω˜ (al posto dell'anomalia eentria
u) si ottiene
λ = F − k sinF + h cosF . (1.27)
Questa equazione si riava dall'equazione di Keplero originale nel modo seguen-
te:
λ = ℓ+ ω˜ = u− e sinu+ ω˜ = u− e sin(F − ω˜) + ω˜ =
= u+ ω˜ − e(sinF cos ω˜ − cosF sin ω˜) = F − k sinF + h cosF .
Si noti he se l'eentriità è nulla (orbita irolare) allora longitudine media e
longitudine eentria oinidono (per la (1.27) quando k = h = 0).
I ambiamenti di onvessità di L(F ) = F − k sinF + h cosF − λ avvengono per
F = ω˜ + kπ per ogni intero k, infatti:
L′′(F ) = k sinF − h cosF = e(sinF cos ω˜ − cosF sin ω˜) = e sin(F − ω˜) = 0⇔
⇔ sin(F − ω˜) = 0 ⇔ F − ω˜ = kπ ⇔ F = ω˜ + kπ .
Il metodo di Newton appliato alla L genera la suessione
¨
F0 = π + ω˜
Fn+1 = Fn − Fn−k sinFn+h cosFn−λ1−k cosFn−h sinFn
in ui la selta di F0 = π + ω˜ (detta longitudine dell'apoentro) e la riduzione
della longitudine media all'intervallo [ω˜, ω˜ + 2π) assiurano la giusta onvessità
per una onvergenza siura.
1.7 L'energia
Il sistema di due orpi di massa m1 e m2 è isolato, quindi l'energia totale si
onserva ed è data dalla somma di energia inetia e energia potenziale della
forza gravitazionale:
ET =
1
2
m1| ~˙P1|2 + 1
2
m2| ~˙P2|2 − Gm1m2|~P |
23
Utilizzando le formule (1.6) e (1.7) si ottiene l'espressione dell'energia in funzione
di
~P e ~R:
ET =
1
2
(m1 +m2)| ~˙R|2 + 1
2
µ| ~˙P |2 − Gm1m2
|~P |
e passando al riferimento del entro di massa, essendo
~R = 0, si ha
ET =
1
2
µ| ~˙P |2 − Gm1m2
|~P |
(1.28)
da ui si vede subito (per la seonda equazione del sistema 1.5) he la deriva-
ta rispetto al tempo dell'energia è nulla e he quindi l'energia si onserva (è
un'integrale primo del moto):
E˙T = µ ~˙P ~¨P +
Gm1m2 ~˙P ~P√
~P ~P |~P |2
= ~˙P

µ ~¨P +
Gm1m2
|~P |3
~P

= 0 .
La (1.28) si può interpretare ome l'energia del moto di un punto di massa µ
attorno al punto P1 sso e origine di un ampo di forza il ui potenziale è
U = G
m1m2
µ
1
r
= G(m1 +m2)
1
r
(potenziale del ampo gravitazionale generato da un orpo di massa m1 +m2).
Si può inoltre provare he anhe l'energia ridotta
E =
1
2
r˙2 − G(m1 +m2)
r
(1.29)
(energia di un sistema ttizio formato da una partiella di massa unitaria in un
ampo di forza entrale generato da una massa m1+m2, oinidente, a meno di
una ostante di proporzionalità, on l'energia ET alolata nel riferimento del
entro di massa) è un integrale primo, infatti, moltipliando la (1.4) per
~˙P si ha
~¨P ~˙P +
G(m1 +m2)
|~P |3
~P ~˙P = 0
e il primo membro è proprio la derivata rispetto al tempo dell'energia ridotta.
Riapitolando, abbiamo riavato sei integrali primi indipendenti dell'equazione
del moto (1.4): l'energia totale, tre omponenti del momento angolare totale e
due omponenti del vettore di Lenz (la terza omponente non è indipendente,
perhé ~e giae sul piano orbitale e dunque è ortogonale al momento angolare ~J ,
ioè è vinolato dalla ondizione ~e · ~J = 0).
Sono partiolarmente utili le formule he legano l'energia ridotta all'eentriità
e al semiasse maggiore:
E = −G(m1 +m2)
2a
(1.30)
e2 = 1 +
2EJ2
G2(m1 +m2)2
. (1.31)
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Per dimostrare la (1.30) riordiamo he l'energia si onserva e he vale
E =
1
2
r˙2 − GM
r
=
1
2
~˙r · ~˙r − GM
r
dove M = m1 + m2. Al perientro, ~˙r è ortogonale a ~r, dunque per la (1.9)
risulta ~˙rper = rper θ˙per eˆθ; inoltre dalla (1.11) e dalla (1.12) si riava
rper = r(0) =
p
1 + e
= a(1− e)
e inne basta alolare l'energia al perientro
2E = 2Eper = r
2
per θ˙
2
per −
2GM
rper
=
J2
r2per
− 2GM
rper
=
GMa(1− e2)
a2(1− e)2 −
2GM
a(1− e) =
=
GM
a
(1 + e
1− e −
2
1− e
)
=
GM
a
1 + e− 2
1− e =
GM
a
e− 1
1− e = −
GM
a
.
La (1.31) si ottiene dalla (1.30) utilizzando l'uguaglianza (1.14):
E = − GM
2

J2
GM(1−e2)
 = −G
2M2
2
(1− e2)
J2
⇒ e2 − 1 = 2EJ
2
G2M2
.
La (1.30) assiura he l'energia dipende solo dal semiasse maggiore e he or-
bite on uguale energia hanno uguale semiasse maggiore, pur potendo essere
shiaiate diversamente.
Un'altra appliazione della (1.30) si ottiene alolando J in funzione del semiasse
maggiore e del semiasse minore:
J =
√
GM
È
a(1− e2) =
√
GM
a√
a
√
1− e2 =
√
GM
b√
a
.
A parità di energia (ioè a parità di semiasse maggiore) il semiasse minore è
proporzionale al momento angolare, dunque, fra tutte le orbite di una data
energia, quella irolare ha il massimo momento angolare.
Dalla (1.31) e dalle (1.15) si riavano subito le seguenti relazioni he legano la
forma dell'orbita al segno dell'energia:
e < 1 ⇒ E < 0 ⇒ ellisse
e = 1 ⇒ E = 0 ⇒ parabola
e > 1 ⇒ E > 0 ⇒ iperbole
Consideriamo ora il moto da un punto di vista energetio:
E =
1
2
~˙r · ~˙r − GM
r
=
1
2
(r˙2 + r2θ˙2)− GM
r
=
1
2
r˙2 +
(1
2
J2
r2
− GM
r
)
= E(r, r˙) .
L'energia si può quindi esprimere ome somma di due quantità
E =
1
2
r˙2 + V (r)
e lo studio della funzione V (r) (detta potenziale eae) permette di osservare
il legame tra energia e tipo di orbita.
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Esempio 1.7.1. Eguagliando la (1.29) e la (1.30) si riava un'espressione del
modulo della veloità di P2 in funzione di raggio foale e semiasse maggiore:
r˙2 = 2G(m1 +m2)

1
r
− 1
2a

.
In partiolare, per a→ +∞, ioè per un'orbita parabolia, risulta
v2(r) = 2G
m1 +m2
r
he è detta veloità di fuga e rappresenta la minima veloità neessaria a P2
per sfuggire a P1.
In questo modo si può alolare la veloità di fuga di un oggetto di massa trasu-
rabile rispetto a quella della Terra, laniato dalla sua superie (senza un razzo
e in assenza di attrito): il valore della ostante di gravitazione universale è dato
dalla (1.3) mentre la massa e il raggio (polare) della Terra sono rispettivamente
m⊕ = 5.9736× 1027 [gm] e r⊕ = 6356.8 [Km], quindi v ≃ 11.2 [Km]/[sec.].
1.8 Cambiamento del tipo di oordinate
Per determinare l'orbita di un orpo nello spazio sono neessari e suienti
sei numeri raggruppati sotto forma di oordinate artesiane (x, y, z, x˙, y˙, z˙) o
elementi orbitali (kepleriani o equinotali). Ognuna di queste sestine è un tipo
di oordinate.
Passaggio da oordinate artesiane a elementi kepleriani
Possiamo alolare gli elementi kepleriani ℓ, ω,Ω, I, e, a utilizzando il vetto-
re posizione
~P = (x, y, z) e il vettore veloità ~˙P = (x˙, y˙, z˙) on le seguenti
espressioni:
cos I =
~J
J
eˆz on ~J = ~P × ~˙P
(J 6= 0 perhé altrimenti si ha moto rettilineo)
cosΩ = eˆxQˆ , sinΩ = cos
(π
2
− Ω
)
= eˆyQˆ on Qˆ =
eˆz × ~J
J sin I
e = |~e| =
∣∣∣∣∣ 1GM ~˙P × ~J −
~P
|~P |
∣∣∣∣∣ , (1.32)
cosω =
~e
e
Qˆ , sinω =

Qˆ × ~e
e
 ~J
J
a =
J2/GM
1− e2 quando e 6= 1, a =∞ quando e = 1.
Per riavare l'anomalia media ℓ si alola prima l'anomalia vera
cos f =
~P~e
|~P |e
, sin f =
|~e × ~P |
e|~P |
,
poi l'anomalia eentria on le (1.20), e inne si utilizza l'equazione di Keplero.
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Passaggio da elementi kepleriani a oordinate artesiane
Utilizzando gli elementi kepleriani ℓ, ω,Ω, I, e, a di un orpo e l'equazione di
Keplero possiamo riavare le sue oordinate artesiane x, y, z, x˙, y˙, z˙ nel sistema
di oordinate prinipale (x, y, z) introdotto preedentemente. Nel riferimento
x1, y1, z1 on asse x1 lungo il vettore di Lenz e asse z1 lungo ~J si ha (gura 1.5)

x1(t) = a(cosu(t)− e)
y1(t) = a
√
1− e2 sinu(t)
z1(t) = 0
(1.33)
Per passare alle oordinate (x, y, z) si operano le seguenti rotazioni (gura 1.4):
1. portiamo l'asse x1 sulla linea dei nodi on una rotazione in senso orario di
angolo ω e asse z1:
R−ω ~J

x1
y1
0

=

cosω − sinω 0
sinω cosω 0
0 0 1

x1
y1
0

=

x2
y2
0

2. portiamo l'asse z1 sull'asse z on la rotazione di angolo −I e asse Qˆ:
R−IQˆ

x2
y2
0

=

1 0 0
0 cos I − sin I
0 sin I cos I

x2
y2
0

=

x2
y3
z3

3. portiamo inne l'asse x3 (he giae sulla linea dei nodi) a oinidere on
l'asse x attraverso la rotazione
R−Ωzˆ

x2
y3
z3

=

cosΩ − sinΩ 0
sinΩ cosΩ 0
0 0 1

x2
y3
z3

=

x
y
z

.
La omposizione C = R−Ωzˆ ◦R−IQˆ ◦R−ω ~J di rotazioni è denita dal prodotto
delle relative matrii
cosω cosΩ− sinω sinΩ cos I − sinω cosΩ− cosω sinΩ cos I sinΩ sin Icosω sinΩ− sinω cosΩ cos I − sinω sinΩ + cosω cosΩ cos I − cosΩ sin I
sinω sin I cosω sin I cos I


Per quanto riguarda le veloità, basta derivare le (1.33) rispetto al tempo:

x˙1(t) = −au˙ sinu
y˙1(t) = a
√
1− e2 u˙ cosu
z˙1(t) = 0
La quantità u˙ si ottiene dalla (1.19) e derivando l'equazione di Keplero:
u˙ =
n
1− e cosu =
na
r
.
A questo punto basta appliare la omposizione di rotazioni C al vettore delle
veloità per esprimerle nel riferimento (x, y, z).
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Passaggio da elementi equinotali a oordinate artesiane
Il sistema di riferimento equinotale ha l'asse xE ruotato di un angolo Ω in senso
orario sul piano dell'orbita rispetto al versore Qˆ. Per riavare le oordinate
x, y, z, x˙, y˙, z˙ sarà dunque suiente eettuare una prima rotazione del vettore
(xE , yE , zE) di un angolo Ω di asse ~J (portando l'asse xE sulla linea dei nodi):
RΩ ~J

xE
yE
0

=

cosΩ sinΩ 0
− sinΩ cosΩ 0
0 0 1

xE
yE
0

=

x2
y2
0

e suessivamente operare le due rotazioni R−IQˆ e R−Ω~z .
Le oordinate (xE , yE , x˙E , y˙E) si esprimono in funzione degli elementi equi-
notali utilizzando le relazioni (zE = 0)
xE = a[(1− βh2) cosF + hkβ sinF − k]
yE = a[(1− βk2) sinF + hkβ cosF − h]
x˙E =
na2
r [hkβ cosF − (1− βh2) sinF ]
y˙E =
na2
r [(1− βk2) cosF − hkβ sinF ]
(1.34)
dove
β =
1−√1− e2
e2
=
1
1 +
√
1− e2 =
1
1 +
√
1− h2 − k2 ,
r =
È
x2E + y
2
E , n =
É
GM
a3
e F si trova appliando il metodo di Newton alla (1.27). Dimostriamo per
esempio la prima delle (1.34) utilizzando le formule (1.17) e (1.18) e le denizioni
(1.23) e (1.24) e della longitudine eentria F :
xE = r cos(ω˜ + f) = r[cos ω˜ cos f − sin ω˜ sin f ] =
=
k
e
a(cosu− e)− h
e
a
√
1− e2 sinu =
= a

k
e
cos(F − ω˜)− k − h
e
√
1− e2 sin(F − ω˜)

=
= a

k
e
(cosF cos ω˜ + sinF sin ω˜)− k − h
e
√
1− e2(sinF cos ω˜ − cosF sin ω˜)

=
= a

k
e2
(k cosF + h sinF )− k − h
e2
√
1− e2(k sinF − h cosF )

=
= a

k2
e2
+
h2
e2
√
1− e2

cosF +

hk
e2
− hk
e2
√
1− e2

sinF − k

=
= a


k2
e2
+
h2
e2
− h
2
e2
+
h2
e2
√
1− e2

cosF + hk

1−√1− e2
e2

sinF − k

=
= a

1− 1−
√
1− e2
e2
h2

cosF + hk

1−√1− e2
e2

sinF − k

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Un modo per passare dal riferimento equinotale al riferimento (x, y, z) è quello
di appliare le suddette rotazioni ai versori xˆE = (1, 0, 0) e yˆE = (0, 1, 0) per
poi eettuare le ombinazioni lineari

x
y
z

= xE fˆ + yE gˆ

x˙
y˙
z˙

= x˙E fˆ + y˙E gˆ (1.35)
dove fˆ e gˆ sono i versori ruotati. Denendo Upq = 1 + p
2 + q2 , le omponenti
di fˆ e gˆ sono 

fx =
1−p2+q2
Upq
fy =
2pq
Upq
fz = − 2pUpq


gx =
2pq
Upq
gy =
1+p2−q2
Upq
gz =
2q
Upq
(1.36)
e possono anhe essere sritte in funzione degli elementi kepleriani o in funzione
delle omponenti del versore wˆ di ~J ([3℄ pp.303-310):
fˆ =

cos2Ω + sin2Ωcos I
sinΩ cosΩ(1− cos I)
− sinΩ sin I

=

1− w21/(1 + w3)
−w1w2/(1 + w3)
−w1

(1.37)
gˆ =

sinΩ cosΩ(1− cos I)
1− cos2Ω((1− cos I)
cosΩ sin I

=
−w1w2/(1 + w3)
1− w22/(1 + w3)
−w2

= wˆ × fˆ (1.38)
Passaggio da oordinate artesiane a elementi equinotali
Caloliamo ora gli elementi equinotali a partire dalle oordinate artesiane
~P e ~˙P . Con il momento angolare ~J = ~P × ~˙P , o meglio on il suo versore
wˆ = (w1, w2, w3), si alolano le omponenti dei versori fˆ e gˆ utilizzando la
(1.37) e la (1.38), e si trovano subito p e q utilizzando le (1.25). Si riava poi
il vettore di Lenz ~e on la (1.32) e on esso gli elementi h = ~e · gˆ e k = ~e · fˆ .
Si noti he per eseguire i preedenti onti è neessario he non risulti | ~J | = 0 e
1 + w3 = 0: nel primo aso si avrebbe moto rettilineo uniforme e nel seondo
aso una inlinazione dell'orbita di 180 gradi (infatti la omponente lungo z di
wˆ è w3 = −1 ed essendo wˆ un versore, deve essere w1 = w2 = 0, ioè ~J è lungo
l'asse z e negativo).
Per alolare il semiasse maggiore si onfrontano le espressioni dell'energia (1.29)
e (1.30):
E = −GM
2a
=
1
2
v2 − GM
r
dove v2 = ~˙P · ~˙P e r = |~P |, e per orbite non parabolihe (ioè per E 6= 0) si ha
1
a
=
2
r
− v
2
GM
.
Inne si alola la longitudine media espliitando sinF e cosF dalle (1.34)
sinF = h+
(1− βh2)yE − hkβxE
a
√
1− e2
29
cosF = k +
(1− βk2)xE − hkβyE
a
√
1− e2
dove xE e yE si ottengono moltipliando salarmente la prima delle (1.35)
rispettivamente per fˆ e per gˆ, mentre l'eentriità si ottiene dalla relazione
e2 = h2 + k2. A questo punto si ha
F = atan

sinF
cosF

e λ si riava direttamente dall'equazione di Keplero in oordinate equinotali
(1.27).
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Capitolo 2
Moto di n orpi e sistemi di
oordinate
2.1 Introduzione
Se un pianeta del Sistema Solare fosse eslusivamente soggetto all'attrazione
gravitazionale del Sole, esso seguirebbe le leggi di Keplero. Il moto del pianeta
onforme alla soluzione del problema dei due orpi si die imperturbato. In
realtà tutti i orpi del Sistema Solare risentono non solo dell'attrazione del Sole
ma anhe dell'attrazione di tutti gli altri orpi, dunque le orbite non sono mai
esattamente ellittihe, parabolihe o iperbolihe.
Le dierenze tra i moti imperturbati dei orpi e i moti eettivi sono dette
perturbazioni e il moto reale di un orpo si die perturbato.
Le forze perturbative possono dunque essere denite ome tutte le forze he
agisono su un oggetto diverse da quelle he ausano il moto lungo una erta
orbita di riferimento. Nel aso del moto planetario gli astronomi hanno adottato
le orbite ellittihe del problema dei due orpi ome orbite di riferimento.
Si mostrerà in seguito he per un pianeta del Sistema Solare si può ottenere
una espressione del potenziale nella forma U = U0 + R dove U0 è il potenziale
del problema dei due orpi (pianeta e Sole) mentre R è il potenziale dovuto a
tutte le perturbazioni, tra ui l'azione gravitazionale degli altri orpi o la forma
non perfettamente sferia del pianeta o anhe azioni non gravitazionali ome gli
eetti relativistii o le forze elettromagnetihe. Risulta in generale R≪ U0, ma
si sono osservati asi in ui le forze perturbative non risultano neessariamente
piole ([4℄ sezione 6.1).
Per esempio la ometa 1770 Lexell, in oasione di un lose approah on
Giove, nel 1779 subì una aelerazione he ambiò la sua orbita da ellittia a
iperbolia (gura 2.1). Nel 1994, la ometa Shoemaker-Levy 9 si spezzò in 5
parti prima di shiantarsi su Giove.
Come si è visto in preedenza, gli elementi orbitali di un pianeta a0, e0, I0,
Ω0, ω0, ℓ0 al tempo t0, individuano un'unia ellisse (detta ellisse osulante), ma
a ausa delle perturbazioni gli elementi non sono ostanti nel tempo: al tempo
t1 saranno a1, e1, I1, Ω1, ω1, ℓ1 e diversi da quelli al tempo t0. La perturbazione
del semiasse maggiore nell'intervallo di tempo t1 − t0 sarà pertanto a1 − a0.
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Figura 2.1: L'orbita della ometa 1770 Lexell
È evidente he a perturbazioni degli elementi orbitali orrispondano pertur-
bazioni della posizione e della veloità del pianeta.
Lo studio delle perturbazioni è essenziale per alolare le posizioni future dei
orpi elesti ma può essere utilissimo anhe per spiegare fenomeni inompatibili
on il problema dei due orpi: per esempio, la forma a pera del nostro pianeta
fu soperta nel 1959 da O'Keefe, Ekels e Squires grazie allo studio delle per-
turbazioni a lungo periodo dell'orbita attorno alla Terra del satellite artiiale
Vanguard 1.
1
Uno dei più grandi risultati della meania eleste e dello studio delle per-
turbazioni è ertamente la soperta di Nettuno. Nel 1781, l'astrolo inglese (di
origine tedesa) Frederik William Hershel soprì asualmente il pianeta Urano
e quando si iniziò a alolarne l'orbita a partire dalle osservazioni si notò he il
suo moto presentava delle dierenze on il moto imputabile alla perturbazione
dei pianeti noti no a quel momento. Si ipotizzò allora he Urano fosse pertur-
bato da un altro pianeta anora sonosiuto e si pose il problema di riavare
le oordinate di un orpo perturbante in base alla sua azione su un pianeta
noto. La soluzione di questo problema fu ottenuta ontemporaneamente e in-
dipendentemente l'uno dall'altro dal matematio franese Urbain Le Verrier e
dal matematio inglese John Couh Adams. Il 23 settembre 1846 l'astronomo
tedeso Johann Gottfried Galle trovò il nuovo pianeta utilizzando i aloli di Le
Verrier, a un solo grado dalla posizione alolata.
2.2 Sistemi di riferimento e sistemi di oordinate
Abbiamo nora sviluppato la teoria a partire da un sistema di riferimento e
di oordinate (x, y, z) senza preisarne la natura. I sistemi di riferimento sono
aratterizzati dalla diversa orientazione del piano fondamentale xy e dell'asse
prinipale x ([1℄ pp.43).
1
Laniato il 17 marzo 1958, è attualmente il satellite artiiale in orbita più antio.
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I piani fondamentali usati in meania eleste sono di tre tipi: oinidenti
o paralleli al piano dell'orbita del orpo onsiderato, o al piano dell'equatore
eleste o anora al piano dell'elittia. A partire dai due punti in ui l'asse di
rotazione terrestre taglia la sfera eleste (poli elesti) si denise equatore eleste
il erhio massimo della sfera eleste i ui punti distano 90◦ dai due poli elesti.
L'equatore eleste intersea l'elittia nei due punti equinoziali di ui, quello
he il Sole raggiunge passando da sud a nord dell'equatore (punto oupato dal
Sole al momento dell'equinozio di primavera), è detto punto γ o punto vernale
(gura 2.2).
Figura 2.2: L'obliquità dell'elittia
Il piano dell'elittia è inlinato di un angolo ǫ ≃ 23◦26′ (detto obliqui-
tà dell'elittia) rispetto al piano equatoriale ma sia questa inlinazione sia la
posizione del punto γ sono soggetti a lievi perturbazioni dovute all'attrazione
eseritata dai orpi elesti e alla forma irregolare (non sferia) della Terra.
Se la Terra avesse la forma di una sfera omogenea o se fosse omposta da
strati sferii di uguale densità e se fosse un orpo perfettamente solido, in base
alle leggi della meania, la direzione del suo asse di rotazione e il periodo
della sua rotazione sarebbero ostanti in qualsiasi intervallo di tempo. Invee la
forma della Terra è simile (in prima approssimazione) a uno sferoide (ellissoide
di rotazione) e l'attrazione di uno sferoide da parte di un orpo qualunque L
(gura 2.3) è omposta dall'attrazione F di una sfera isolata all'interno dello sfe-
roide (appliata nel suo entro), dall'attrazione F1 della metà del rigonamento
equatoriale più viina al orpo L e dall'attrazione F2 della metà più lontana del
rigonamento equatoriale.
La forza F1 è maggiore di F2 dunque l'attrazione del orpo L tende a ruo-
tare l'asse PNPS di rotazione dello sferoide in modo he il piano dell'equatore
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Figura 2.3: La forza gravitazionale sullo sferoide
dello sferoide vada a oinidere on la direzione TL (in senso antiorario nella
gura 2.3). In questo aso l'asse di rotazione PNPS ruoterà rispetto a una retta
perpendiolare al piano nel quale giaiono le forze F1 e F2.
Ma i rigonamenti equatoriali della Terra sferoidale subisono l'azione del-
l'attrazione eseritata dalla Luna e dal Sole. Ne risulta he l'asse di rotazione
terrestre desrive un ono intorno all'asse dell'elittia (gura 2.4) on un perio-
do di 26000 anni, restando sempre inlinato rispetto a quest'ultimo di un angolo
pari all'obliquità dell'elittia. Il movimento ausato dall'azione del Sole e della
Luna si hiama preessione luni-solare.
Polo Nord
Polo Sud
Piano dell’eclitti
ca
23°,5
Figura 2.4: Moto di preessione dell'asse terrestre
L'attrazione dei pianeti si eserita prinipalmente sul moto della Terra in-
torno al Sole, spostando il piano dell'elittia nello spazio. Questa variazione
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del piano dell'elittia è detta preessione planetaria.
L'asse terrestre eettua molte altre piole osillazioni intorno alla sua po-
sizione media (originata dalla preessione), dette nutazioni. Le prinipali sono
dovute al fatto he il momento angolare della preessione luni-solare si somma a
quello della rotazione, rendendo il momento angolare risultante non esattamente
diretto lungo l'asse di simmetria dell'oggetto rotante. Ciò provoa un'osilla-
zione dell'asse di rotazione in direzione trasversale al moto di preessione e di
onseguenza una lieve variazione periodia della veloità angolare di preessione.
Queste osillazioni sono nulle quando il Sole e la Luna sono nel piano dell'equa-
tore e resono quando il Sole e la Luna se ne allontanano. La più importante
nutazione è quella on periodo 18.61 anni, uguale al periodo di rivoluzione dei
nodi lunari. La nutazione interessa sia lo spostamento dell'equinozio lungo l'e-
littia (nutazione in longitudine ∆ψ), sia l'inlinazione dell'equatore rispetto
all'elittia (nutazione in obliquità ∆ǫ).
A ausa dei fenomeni di preessione, il piano dell'elittia e quello dell'equa-
tore dipendono dunque dal tempo e si parla di equatore o di elittia per una
epoa ssata (per esempio 1950.0 o 2000.0). Un sistema di riferimento on piano
fondamentale per un'epoa ssata risulta inerziale. Inoltre si parla di equatore
vero quando per alolarne l'orientazione si utilizzano sia la preessione sia la
nutazione, e si parla di equatore medio quando si intende utilizzare la posizione
he il piano ouperebbe se esistesse soltanto il moto di preessione e non altre
perturbazioni. Se ǫm è l'obliquità dell'elittia rispetto all'equatore medio di
una erta data, allora l'obliquità dell'elittia rispetto all'equatore vero per la
stessa data è ǫt = ǫm +∆ǫ.
L'asse delle asisse può essere diretto al punto γ (equinozio) o al nodo o
al perientro o a qualhe altro punto del piano fondamentale onsiderato. A
ausa della preessione e delle altre perturbazioni, alune di queste direzioni
neessitano la speiazione di un'epoa, ome nel aso del piano fondamentale,
osì le posizioni delle stelle nei ataloghi e negli atlanti sono riferite spesso a
equatore ed equinozio medio per un'epoa ssata.
Nei ataloghi più reenti le posizioni sono date per l'equinozio J2000.0,
mentre prima del 1992 molti astronomi utilizzavano l'equinozio B1950.0. La
B e la J he preedono le date indiano rispettivamente l'anno besseliano
e l'anno giuliano: si tratta di due dierenti sistemi di misura del tempo. Il
primo fu introdotto da Friedrih Wilhelm Bessel nel diiannovesimo seolo e
onsiste nel misurare ogni istante di tempo in anni e frazioni deimali di anno.
L'inizio dell'anno era però in ontrasto on l'uso del tempo giuliano per il fatto
he il giorno giuliano inizia a mezzogiorno mentre l'anno besseliano inizia alla
mezzanotte. L'anno giuliano misura 365.25 giorni (dunque un seolo giuliano
è di esattamente 36525 giorni) e inizia alla data 0.5 gennaio (in aordo on il
giorno giuliano). L'epoa J2000.0 signia allora
t00 = 1.5 gennaio 2000 TT (Terrestrial Time) = Julian Date 2451545.0 TT .
L'introduzione di oordinate per indiare la posizione dei orpi nello spazio
rihiede, oltre al piano xy e alla direzione dell'asse x, anhe una origine del
sistema di assi artesiani. A seonda dell'origine selta si denisono dierenti
sistemi di oordinate e in seguito i ouperemo del sistema barientrio (avente
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ome origine il barientro del Sistema Solare), del sistema elioentrio (riferito
al entro di massa del Sole) e del sistema jaobiano (in ui l'origine dipende dal
orpo onsiderato).
Passiamo ora alla denizione dei due sistemi di riferimento orientati dall'e-
littia e dall'equatore: prendiamo per esempio il Sole ome origine e il versore
xˆ in direzione del punto γ. A questo punto, denendo il versore yˆ ome la
rotazione di xˆ di 90◦ in senso antiorario sul piano dell'elittia e il versore zˆ
normale al piano xy e diretto positivamente verso la regione boreale del ielo,
abbiamo il riferimento dell'elittia (e dell'equinozio) e le oordinate (x, y, z) di
un oggetto sono le oordinate artesiane elittiali elioentrihe. Se per ottenere
l'asse y, invee di ruotare xˆ sul piano dell'elittia, si eettua la rotazione sul
piano equatoriale, l'asse z sarà diretto positivamente verso il polo nord eleste
e si avrà il riferimento equatoriale.
Figura 2.5: Equatore vero ed equatore medio
Il passaggio dalle oordinate elittiali x, y, z a quelle equatoriali x′, y′, z′
della stessa epoa è dato dalle relazioni


x′ = x
y′ = y cos ǫ − z sin ǫ
z′ = y sin ǫ+ z cos ǫ
.
L'obliquità ǫ non è ostante, quindi, prima di eseguire la preedente rotazione
è neessario alolare ǫ per l'epoa rihiesta. Sugli almanahi astronomii si
possono trovare i oeienti ǫi per lo sviluppo in serie della funzione ǫ(t) del
tempo.
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Il passaggio tra oordinate medie riferite a epohe diverse avviene attraverso
una matrie di preessione R i ui elementi si ottengono tramite espressioni o
tabulati. La matrie R è prodotto di matrii di rotazione e dunque ortogonale,
quindi se R è la matrie di passaggio dall'equatore medio del tempo t1 all'equa-
tore medio del tempo t2, allora la trasposta R
T
è la matrie per il passaggio
inverso.
Anhe il passaggio tra un piano medio e un piano vero (per un'epoa ssata)
avviene attraverso una serie di rotazioni, ma in questo aso bisogna tenere onto
delle nutazioni (gura 2.5): per passare da equatore medio (on assi xm, ym, zm)
a equatore vero (on assi xt, yt, zt) si ruota in senso antiorario di un angolo ǫm
intorno all'asse xm, ottenendo oordinate rispetto all'elittia (on assi xe, ye,
ze). Suessivamente si ruota di un angolo ∆ψ in senso orario intorno all'asse
ze e inne si ruota di un angolo ǫt = ǫm+∆ǫ in senso orario intorno all'asse xt.
In questo modo si è passati anhe da equinozio medio a equinozio vero.
2.3 Equazioni del moto e sistemi di oordinate
La determinazione del moto di n punti materiali he si attraggono mutuamente
on una forza inversamente proporzionale al quadrato della distanza he li separa
si die problema degli n-orpi e la sua prima formulazione risale a Isaa Newton.
Per risolvere analitiamente un sistema di n equazioni dierenziali ordinarie
si devono onosere n integrali primi e per le equazioni del moto di un sistema
di n orpi ne esistono 10: sei di questi integrali riguardano il moto rettilineo
uniforme del barientro, altri tre sono dovuti al fatto he il momento angola-
re è ostante e il deimo è dato dalla onservazione dell'energia. Nel 1887 il
matematio tedeso Ernst Heinrih Bruns provò he non esistono altri integra-
li esprimibili ome funzione algebria di posizione e veloità nel problema dei
tre orpi, mentre pohi anni più tardi il matematio franese Henri Poina-
ré dimostrò he non esistono nemmeno altri integrali esprimibili ome funzioni
analitihe.
Già il problema dei 3 orpi neessita di 12 integrali ed è dunque impossibile da
risolvere analitiamente, se non in aluni asi partiolari, nel senso he non è
possibile riavare espressioni analitihe he desrivano il moto di un orpo in un
sistema di n punti materiali.
Nel 1772, Joseph-Louis Lagrange pubbliò la prima soluzione partiolare del
problema dei 3 orpi, riguardante il moto di un piolo orpo (asteroide) nei
ampi gravitazionali del Sole e di un pianeta (Giove). La soluzione provò he
se un oggetto di massa innitesima è posto in un vertie di un triangolo equi-
latero (i ui altri due vertii siano oupati dal Sole e dal pianeta) e nel piano
dell'orbita del pianeta, esso resterà nel vertie, o omunque viino al vertie,
ruotando attorno al Sole on lo stesso periodo e sullo stesso piano del pianeta e
mantenendo sempre la stessa ongurazione. Lagrange mostrò he, ome i due
vertii dei triangoli equilateri aventi per lato il segmento tra il Sole e il pianeta,
esistono altri punti sui quali è possibile porre un piolo orpo per mantenere
inalterata la ongurazione del sistema: i punti lagrangiani. Nel 1906, l'astro-
nomo tedeso Max Wolf soprì 588 Ahilles, un asteroide he soddisfaeva le
ipotesi di Lagrange. Oggi si onosono ira 5000 asteroidi dello stesso tipo e
prendono il nome di troiani.
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Consideriamo un sistema di n punti materiali P1, . . . , Pn on rispettive masse
m1, . . . ,mn soggetti alla sola attrazione gravitazionale mutua (sistema isolato).
Fissato un sistema di riferimento inerziale on entro in un punto O, hiamiamo
~x1, . . . , ~xn i vettori posizione dei punti materiali in questo riferimento e utilizzia-
mo la legge di Newton per ottenere l'equazione del moto per un generio punto
materiale Pi:
mi~¨xi =
∑
j 6=i
Gmimj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) (2.1)
La presenza tra gli n orpi di un punto materiale P1 on massa m1 molto più
grande delle altre (ome aade nel Sistema Solare on il Sole) inoraggia a
onsiderare la forza eseritata da P1 su Pi (per i 6= 1) separatamente dall'azione
degli altri orpi:
mi~¨xi =
Gmim1
|~xi − ~x1|3 (~x1 − ~xi) +
∑
j 6=1,i
Gmimj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) (2.2)
Coordinate elioentrihe
Passiamo ora dal sistema di oordinate inerziale a un sistema entrato in P1
dove i vettori posizione sono ~yi = ~xi− ~x1 e risulta ~¨yi = ~¨xi− ~¨x1 , ~¨xi = ~¨yi+ ~¨x1 e
~xi − ~xj = ~yi − ~yj . L'aelerazione di ~x1 dovuta all'attrazione gravitazionale di
tutti gli altri orpi si ottiene dalla (2.1)
~¨x1 =
∑
j 6=1
Gmj
|~x1 − ~xj |3 (~xj − ~x1) =
∑
j 6=1
Gmj
|~yj |3 ~yj
e nelle nuove oordinate si ha
mi~¨xi = mi(~¨yi + ~¨x1) = mi~¨yi +
∑
j 6=1
Gmimj
|~yj|3 ~yj
⇓
mi~¨yi = −Gmim1|~yi|3 ~yi +
∑
j 6=1,i
Gmimj
|~yj − ~yi|3 (~yj − ~yi)−
∑
j 6=1,i
Gmimj
|~yj |3 ~yj −
Gmimi
|~yi|3 ~yi
in ui si può notare he gli ultimi due termini a seondo membro rappresentano
la forza apparente mi~¨x1, dovuta al fatto he il riferimento entrato nel Sole non
è inerziale. Raggruppando inne i termini in ~yi, si ottiene l'equazione del moto
relativo al punto P1 del punto Pi
mi~¨yi = −Gmi(m1 +mi)|~yi|3 ~yi +
∑
j 6=1,i
Gmimj
|~yj − ~yi|3 (~yj − ~yi)−
∑
j 6=1,i
Gmimj
|~yj |3 ~yj (2.3)
dove la prima espressione del seondo membro è il termine di monopolo (pianeta
he orbita attorno a un entro sso di massa m1 +mi), già visto nel problema
dei due orpi, mentre la seonda e la terza espressione rappresentano rispetti-
vamente la perturbazione diretta e la perturbazione indiretta, ovvero la somma
delle azioni delle n− 2 masse diverse da mi e m1 su mi e la somma delle azioni
delle stesse masse su m1.
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Si nota subito he se le masse mj on j 6= 1, i sono piole rispetto a m1 e se
nessuna delle distanze |~yj − ~yi| diventa piola, l'equazione (2.3) si avviina alla
(1.4) del problema dei 2 orpi.
Per quanto riguarda il Sistema Solare, il sistema di oordinate entrato nel
entro di massa del Sole si hiama sistema elioentrio. Qui la massa m1 del
Sole è tale he mj/m1 non sia mai maggiore di 10
−3
(valore raggiunto se mj è la
massa di Giove) e quindi l'eetto delle perturbazioni è piolo rispetto all'eetto
del termine di monopolo. Lo stesso non si può dire nel aso di un sistema stellare
multiplo le ui stelle abbiano masse dello stesso ordine di grandezza.
Esempio 2.3.1. L'equazione del moto relativo si applia on suesso al siste-
ma di 3 orpi omposto da Terra, Sole e Luna, nel quale le masse m⊕ della
Terra, m
$
della Luna e m⊙ del Sole sono tali he m⊙ ≃ 330000(m⊕ +m
$
).
Utilizzando il problema dei due orpi per i sistemi Sole-Luna e Terra-Luna si
vede he l'attrazione del Sole sulla Luna è maggiore dell'attrazione della Terra
sulla Luna, mentre la Luna ruota attorno alla Terra. Considerando però l'equa-
zione del moto relativo della Luna on m1 = m⊕ (sistema geoentrio) si nota
he il termine perturbativo è la dierenza tra l'attrazione del Sole sulla Luna e
l'attrazione del Sole sulla Terra:
~¨y
$
= −G(m⊕ +m$)|~y
$
|3 ~y$ +
Gm⊙
|~y⊙ − ~y
$
|3 (~y⊙ − ~y$)−
Gm⊙
|~y⊙|3 ~y⊙ (2.4)
e poihé la Luna e la Terra sono ira alla stessa distanza dal Sole (~y⊙ ≃
~y⊙ − ~y
$
), questa dierenza è piola rispetto al termine di monopolo dovuto
alla Terra.
Coordinate barientrihe
Un altro punto privilegiato del sistema di n punti materiali, oltre al punto P1
on la massa maggiore, è il entro di massa (o barientro) B del sistema, la ui
posizione nel sistema inerziale di partenza è data dal vettore
~xB =
1
mB
n∑
i=1
mi~xi on mB =
n∑
i=1
mi .
La partiolarità del entro di massa è he la sua aelerazione è nulla (se il siste-
ma è isolato), quindi anhe il sistema di riferimento on origine nel barientro è
inerziale: per la (2.1)
~¨xB =
1
mB
n∑
i=1
mi~¨xi =
1
mB
n∑
i=1
mi
∑
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi)
e proviamo he ~¨xB = ~0 (vettore nullo) per induzione su n, ponendo Mk =
m1 + · · ·+mk.
Per n = 2 si ha
1
M2
2∑
i=1
mi
2∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) =
=
1
M2

m1
Gm2
|~x1 − ~x2|3 (~x2 − ~x1) +m2
Gm1
|~x1 − ~x2|3 (~x1 − ~x2)

= 0
39
essendo |~xi − ~xj |3 = |~xj − ~xi|3 per ogni i, j.
Supponiamo ora he la relazione sia vera per un ssato n > 2 e dimostriamo
he vale per n+ 1 orpi:
~¨xB =
1
Mn+1
n+1∑
i=1
mi
n+1∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) =
=
1
Mn+1
n∑
i=1
mi
n+1∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) +
mn+1
Mn+1
n∑
j=1
Gmj
|~xn+1 − ~xj |3 (~xj − ~xn+1)
e il primo termine diventa
1
Mn+1
n∑
i=1
mi
n+1∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) =
1
Mn+1
n∑
i=1
mi


n∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) +
Gmn+1
|~xi − ~xn+1|3 (~xn+1 − ~xi)

 =
=
1
Mn+1
n∑
i=1
mi
n∑
j=1
j 6=i
Gmj
|~xi − ~xj |3 (~xj − ~xi) +
1
Mn+1
n∑
i=1
Gmimn+1
|~xi − ~xn+1|3 (~xn+1 − ~xi) =
= ~0 +
1
Mn+1
n∑
i=1
Gmimn+1
|~xi − ~xn+1|3 (~xn+1 − ~xi)
per l'ipotesi induttiva, quindi
~¨xB =
1
Mn+1
n∑
i=1
Gmimn+1
|~xi − ~xn+1|3 (~xn+1 − ~xi) +
mn+1
Mn+1
n∑
j=1
Gmj
|~xn+1 − ~xj |3 (~xj − ~xn+1)
=
Gmn+1
Mn+1
n∑
i=1
mi
|~xi − ~xn+1|3 (~xn+1 − ~xi + ~xi − ~xn+1) =
~0 .
Consideriamo dunque un nuovo sistema di oordinate entrato nel punto B e
deniamo le oordinate ~z1, . . . , ~zn dei punti materiali in questo sistema:
~zi = ~xi − ~xB ⇒
§
~¨zi = ~¨xi − ~¨xB = ~¨xi
~xi − ~xj = ~zi − ~zj
da ui si ottiene l'equazione del moto relativo al barientro he è identia alla
equazione (2.1), ma on gli ~zi al posto degli ~xi. Nella gura 2.6 sono indiati i
vettori ~xi, ~yi e ~zi per un sistema di quattro punti materiali.
Anhe in questo aso è possibile spezzare il seondo membro dell'equazione per
evidenziare le perturbazioni:
mi~¨zi = −Gmim
i
B
|~zi|3 ~zi −
∑
j 6=i
Gmimj
|~zi − ~zj |3 (~zi − ~zj) +
∑
j 6=i
Gmimj
|~zi|3 ~zi
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dove abbiamo denito miB =
∑
j 6=imj , perhé il primo e il terzo addendo del
seondo membro sono uguali e opposti, o anhe
mi~¨zi = −GmimB|~zi|3 ~zi −
∑
j 6=i
Gmimj
|~zi − ~zj |3 (~zi − ~zj) +
∑
j 6=i
Gmimj
|~zi|3 (~zi − ~zj)
dove anhe qui primo e terzo addendo sono uguali e opposti, infatti basta
sostituire nel primo addendo a ~zi la sua espressione riavata dalla seguente
mB~zi = mB(~xi − ~xB) =
∑
j
mj~xi −
∑
j
mj~xj =
∑
j 6=i
mj(~xi − ~xj) .
Figura 2.6: Coordinate elioentrihe e oordinate barientrihe
Nel sistema barientrio risulta
n∑
i=1
mi~zi =
n∑
i=1
mi~xi −
n∑
i=1
mi~xB =
n∑
i=1
mi~xi −mB~xB = 0
quindi la posizione ~z1 del Sole rispetto al barientro è
~z1 = −
n∑
i=2
mi
m1
~zi (2.5)
e la si può esprimere anhe in funzione dalle oordinate elioentrihe, infatti
mB~z1 = mB(~x1 − ~xB)
= mB
(
~x1 −
n∑
i=1
mi~xi
mB
)
=
n∑
i=1
mi~x1 −
n∑
i=1
mi~xi
=
n∑
i=2
mi(~x1 − ~xi)
= −
n∑
i=2
mi~yi . (2.6)
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Le oordinate barientrihe ~z1 del Sole non sono dunque variabili, ma si riavano
dalle oordinate degli altri orpi, pertanto il passaggio al sistema barientrio
non è soltanto un ambiamento di oordinate, ma anhe una riduzione della
dimensione del problema (tre equazioni dierenziali in meno nell'equazione del
moto).
2.4 Il sistema di oordinate jaobiano
Consideriamo un sistema di n punti P1, . . . , Pn on masse rispettive m1,. . . , mn
e vettori posizione ~x1, . . . , ~xn rispetto all'origine O di un sistema di oordinate
ssato. La posizione del barientro del sistema di n punti sarà data dal vettore
~ρ1 =
∑n
i=1mi~xi∑n
i=1mi
.
Supponiamo inizialmente he sia n = 3. In questo aso si ha
~ρ1 =
m1~x1 +m2~x2 +m3~x3
M1
dove M1 = m1 +m2 +m3. Deniamo inoltre le quantità
~ρ2 = ~x2 − ~x1 , M2 = m2m1
m1 +m2
~ρ3 = ~x3 − m1~x1 +m2~x2
m1 +m2
, M3 =
m3(m1 +m2)
m1 +m2 +m3
.
I vettori ~ρ2 e ~ρ3, sono detti vettori jaobiani e le omponenti del vettore ~ρi sono
le oordinate jaobiane del i-esimo punto.
Figura 2.7: Coordinate jaobiane per un sistema di quattro orpi.
Nel aso di n generio si denise
µj =
j∑
i=1
mi , ~ρj = ~xj − ~Rj−1 , Mj = mj
∑j−1
i=1 mi∑j
i=1mi
, 2 ≤ j ≤ n
42
dove
~Rj−1 =
∑j−1
i=1 mi~xi∑j−1
i=1 mi
, j = 2, . . . , n
è il vettore posizione rispetto all'origine O del barientro Cj−1 del sistema
m1, . . . ,mj−1. Dunque ~ρj è il raggio vettore he va dal punto Cj−1 al punto Pj
(gura 2.7).
Per le oordinate jaobiane valgono le seguenti proprietà:
1.
∏n
i=1mi =
∏n
i=1Mi ;
2. l'energia inetia del sistema è data da
T =
1
2
n∑
i=1
mi~˙xi · ~˙xi = 1
2
n∑
i=1
Mi~˙ρi · ~˙ρi =
n∑
i=1
Ti ; (2.7)
3. il momento d'inerzia Iωˆ del sistema rispetto a una generia direzione ωˆ on
origine in O (denito per un sistema di n punti materiali ome
∑n
i=1mir
2
i
on ri distanza del punto i-esimo dall'asse ωˆ), è dato da
Iωˆ =
n∑
i=1
mi(~xi × ωˆ)(~xi × ωˆ) =
n∑
i=1
Mi(~ρi × ωˆ)(~ρi × ωˆ) ;
4. il momento angolare orbitale del sistema è dato da
~J =
n∑
i=1
mi(~xi × ~˙xi) =
n∑
i=1
Mi(~ρi × ~˙ρi) ;
5. risulta ~¨ρ1 = ~0 (in un sistema isolato il entro di massa è sso o si muove
di moto rettilineo uniforme);
6. se il sistema di oordinate è entrato in P1 si ha ~x1 = ~0 e i vettori jaobiani
~ρ2, . . . , ~ρn si possono riavare on il seguente algoritmo
~b1 = ~0

~ρj = ~xj −~bj−1
µj =
∑j
i=1mi
Nj = mj/µj
~bj = ~bj−1 +Nj~ρj
, j = 2, . . . , n (2.8)
dove
~bj è la posizione del barientro del sistema P1, . . . , Pj e dunque
~ρ1 = ~bn.
Equazioni del moto in oordinate jaobiane
Le equazioni del moto dei punti ~ρj nel aso di tre orpi sono:
~¨ρ2 = −G(m1 +m2)|ρ2|3 ~ρ2+Gm3

~ρ3 − m1(m1+m2)~ρ2
|~ρ3 − m1(m1+m2)~ρ2|3
−
~ρ3 +
m2
(m1+m2)
~ρ2
|~ρ3 + m2(m1+m2)~ρ2|3

(2.9)
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~¨ρ3 = −G(m1 +m2 +m3)|~x1 − ~x3|3
m1
m1 +m2

~ρ3 +
m2
m1 +m2
~ρ2

−
−G(m1 +m2 +m3)|~x2 − ~x3|3
m2
m1 +m2

~ρ3 − m1
m1 +m2
~ρ2

(2.10)
Per dimostrarlo, osserviamo he
~x3 − ~x2 = ~x3 − ~R2 + ~R2 − ~x1 + ~x1 − ~x2 = ~ρ3 + ~R2 − ~x1 − ~ρ2 =
= ~ρ3 +
m1~x1 +m2~x2
m1 +m2
− ~x1 − ~ρ2 = ~ρ3 + m2(~x2 − ~x1)
m1 +m2
− ~ρ2 =
= ~ρ3 +
m2~ρ2
m1 +m2
− ~ρ2 = ~ρ3 − m1
m1 +m2
~ρ2
e analogamente
~x3 − ~x1 = ~ρ3 + m2
m1 +m2
~ρ2 .
Derivando due volte l'espressione di ~ρ2 e utilizzando la (2.1) si ha
~¨ρ2 = ~¨x2 − ~¨x1 = G

m1
|~x2 − ~x1|3 (~x1 − ~x2) +
m3
|~x2 − ~x3|3 (~x3 − ~x2)−
− m2|~x1 − ~x2|3 (~x2 − ~x1)−
m3
|~x1 − ~x3|3 (~x3 − ~x1)

=
= −G(m1 +m2)|~ρ2|3 ~ρ2 +Gm3

~x3 − ~x2
|~x2 − ~x3|3 −
~x3 − ~x1
|~x1 − ~x3|3

da ui si riava la (2.9) sostituendo le espressioni di ~x3 − ~x2 e ~x3 − ~x1.
Per trovare l'equazione del moto di ~ρ3 serve la derivata seonda di ~R2:
~¨R2 =
m1~¨x1 +m2~¨x2
m1 +m2
=
=
G
m1 +m2

✘✘✘
✘✘✘
✘✘✘m1m2
|~x1 − ~x2|3 (~x2 − ~x1) +
m1m3
|~x1 − ~x3|3 (~x3 − ~x1)+
+
✘✘✘
✘✘✘
✘✘✘m1m2
|~x2 − ~x1|3 (~x1 − ~x2) +
m2m3
|~x2 − ~x3|3 (~x3 − ~x2)

=
=
m3
m1 +m2
G

m1
|~x1 − ~x3|3 (~x3 − ~x1) +
m2
|~x2 − ~x3|3 (~x3 − ~x2)

=
= − m3
m1 +m2
~¨x3
dalla quale si riava
~¨ρ3 = ~¨x3 − ~¨R2 =

1 +
m3
m1 +m2

~¨x3 =
=

m1 +m2 +m3
m1 +m2

G

m1
|~x1 − ~x3|3 (~x1 − ~x3) +
m2
|~x2 − ~x3|3 (~x2 − ~x3)

a ui basta sostituire anora le espressioni di ~x3 − ~x2 e ~x3 − ~x1 per ottenere la
(2.10).
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2.5 Cambiamento del sistema di oordinate
Essendo stati introdotti i sistemi di oordinate elioentrio, barientrio e ja-
obiano, si pone il problema del passaggio da un sistema di oordinate a un
altro.
I ambiamenti di oordinate visti nora oinvolgevano i pianeti singolarmen-
te, infatti per ambiare sistema di riferimento si usano rotazioni uguali per tutti
i orpi del Sistema Solare, mentre per ambiare il tipo di oordinate basta o-
nosere le masse dei orpi: in ogni aso il tipo di oordinate e il sistema di
riferimento di un pianeta si ambiano indipendentemente dalla posizione degli
altri orpi.
Il ambiamento del sistema di oordinate oinvolge invee tutti i orpi di
un sistema di n punti materiali dal momento he si deve passare attraverso la
determinazione del barientro del sistema.
Siano ~x1, . . . , ~xn i vettori posizione degli n orpi del Sistema Solare nel si-
stema di oordinate di partenza e m1, . . . ,mn le relative masse, dove ~x1 è la
posizione del Sole e m1 è la sua massa. Siano inoltre ~y1, . . . , ~yn le oordinate
nel sistema di oordinate di arrivo.
Se le oordinate di partenza sono elioentrihe e si vuole passare a oordinate
jaobiane, basta appliare il metodo (2.8):
~b1 = ~0 , ~yj = ~xj −~bj−1 , ~bj = ~bj−1 +Nj~yj , j = 2, . . . , n .
Vieversa, per passare da oordinate jaobiane a oordinate elioentrihe si
proede nel modo seguente:
~yj = ~xj + bj−1 , ~bj = ~bj−1 +Nj~xj .
Il vettore nale
~bn va dal Sole al barientro del sistema, dunque è la posizione
barientria del Sole ambiata di segno.
Il passaggio da oordinate barientrihe a elioentrihe avviene utilizzando la
relazione (2.5):
~b = −
n∑
j=2
mj
m1
~xj
~yj = ~xj −~b
dove
~b è la posizione barientria del Sole.
Il passaggio da oordinate elioentrihe a barientrihe avviene in modo analogo,
onsiderando i passaggi della (2.6):
~b = −
n∑
j=2
mj
mB
~xj
~yj = ~xj +~b
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dove si può notare he la posizione barientria
~b del Sole è alolata in modo
diverso, utilizzando la massa totale mB del sistema anzihé la massa m1 del
Sole.
I passaggi tra oordinate jaobiane e barientrihe si possono inne eettua-
re passando attraverso le oordinate elioentrihe, utilizzando i ambiamenti
esposti.
Si è detto all'inizio he il ambiamento del tipo di oordinate neessita della
posizione di un solo orpo (quello su ui eettuare il ambiamento), ma bisogna
anhe tenere onto del sistema di oordinate in ui si sta operando. In partiolare
sono le masse utilizzate a dipendere dal sistema di oordinate: osì la quantità
M usata nelle formule di ambiamento del tipo di oordinate non è sempre
uguale alla somma della massa mi del orpo e della massa m1 del Sole, ome
aade nel sistema di oordinate relativo al Sole (elioentrio), ma si alola nel
modo seguente
M =


m1 per le oordinate barientrihe
m1 +mi per le oordinate elioentrihe
m1 +
∑i
k=2mk per le oordinate jaobiane
(2.11)
Per onvinersene basta osservare le equazioni del moto, in partiolare la (2.2)
per il sistema barientrio, la (2.3) per il sistema elioentrio e le (2.9) e (2.10)
per il sistema jaobiano.
2.6 Energia potenziale gravitazionale
Studiando un sistema di due punti materiali si è visto he l'energia si onserva
e he è denita l'energia potenziale
V = − Gm1m2|~x2 − ~x1| .
Consideriamo ora, nel solito riferimento inerziale on origine nel punto O, i
vettori posizione ~x1, . . . , ~xn di n punti materiali P1, . . . , Pn, e poniamo ~xij =
~xj − ~xi = −~xji: l'equazione (2.1) assumerà la forma
mi~¨xi =
∑
j 6=i
Gmimj
|~xij |3 ~xij .
Moltipliando salarmente entrambi i membri per ~˙xi e sommando su i si ottiene
n∑
i=1
mi~˙xi · ~¨xi =
n∑
i=1
∑
j 6=i
Gmimj
|~xij |3 ~˙xi · ~xij .
A questo punto si può integrare su t e ottenere l'espressione dell'energia E per
un sistema di n punti materiali:
E =
1
2
n∑
i=1
mi~˙xi · ~˙xi − 1
2
G
n∑
i=1
∑
j 6=i
mimj
|~xij | .
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Indiando on x1i , x
2
i , x
3
i le omponenti del vettore ~xi, si ha he la quantità
V = −1
2
G
n∑
i=1
∑
j 6=i
mimj
|~xij |
è l'energia potenziale gravitazionale per un sistema di n orpi e soddisfa la
relazione
mi~¨xi = −gradi V = −

∂V
∂x1i
iˆ+
∂V
∂x2i
jˆ +
∂V
∂x3i
kˆ

= − ∂V
∂~xi
(2.12)
on iˆ, jˆ, kˆ versori del sistema di riferimento inerziale ([8℄ pp.188). Il termine
T =
1
2
n∑
i=1
mi~˙xi · ~˙xi
è invee l'energia inetia del sistema di n orpi e risulta quindi E = T + V .
Da ome è stata riavata E risulta evidente he si tratti di una ostante del
moto (basta derivare rispetto a t) e quindi il sistema isolato di n orpi genera
un ampo di forze onservativo.
Energia potenziale in un sistema di tre punti materiali
Consideriamo ora il aso n = 3 e sriviamo l'energia potenziale:
V = − Gm1m2|~x2 − ~x1| −
Gm1m3
|~x3 − ~x1| −
Gm2m3
|~x3 − ~x2| . (2.13)
La quantità |~x3 − ~x2| si sviluppa ome segue
|~x3 − ~x2|2 = (~x3 − ~x2) · (~x3 − ~x2) = |~x3|2 − 2~x2 · ~x3 + |~x2|2
e denendo
C =
~x2 · ~x3
x2x3
on xi = |~xi|
il terzo termine del seondo membro della (2.13) diventa
Gm2m3
|~x3 − ~x2|
=
Gm2m3
(|~x3|2 − 2~x2 · ~x3 + |~x2|2)1/2
=
Gm2m3
x3

1− 2
x2
x3
C +
(x2
x3
)2− 12
=
=
Gm2m3
x3
{
1 −
1
2

−2
x2
x3
C +
(x2
x3
)2
+
3
8

−2
x2
x3
C +
(x2
x3
)22
−
−
5
16

−2
x2
x3
C +
(x2
x3
)23
+ o
((x2
x3
)3)}
=
=
Gm2m3
x3
{
1 +
x2
x3
C −
1
2
(x2
x3
)2
+
3
2
(x2
x3
)2
C2 −
3
2
(x2
x3
)3
C +
3
8
(x2
x3
)4
+
5
2
(x2
x3
)3
C3
−
15
4
(x2
x3
)4
C
2
+ o
((x2
x3
)3)}
=
=
Gm2m3
x3
{
1 +
x2
x3
C +
(x2
x3
)2( 3
2
C2 −
1
2
)
+
(x2
x3
)3( 5
2
C3 −
3
2
C
)
+ o
((x2
x3
)3)}
dove si è fatto uso dello sviluppo in serie di Taylor della funzione
(1 + δ)−
1
2 = 1− 1
2
δ +
3
8
δ2 − 5
16
δ3 + o(δ3) . (2.14)
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Il polinomio P2(C) = 3/2C
2 − 1/2 è noto ome polinomio di Legendre di seondo
grado. I polinomi di Legendre Pn(C) si ottengono dallo sviluppo in serie
(1− 2Ch+ h2)− 12 =
∞∑
n=0
Pn(C)h
n
dove
P0(C) = 1 , P1(C) = C , P2(C) =
1
2
(3C2 − 1) , P3(C) = 1
2
(5C3 − 3C)
e il polinomio generio Pk(C) di grado k si riava dalla formula riorsiva
Pk(C) =
2k − 1
k
CPk−1(C) − k − 1
k
Pk−2(C) k ≥ 2 .
2.7 Energia potenziale in oordinate jaobiane
Sriviamo ora l'energia potenziale del problema dei 3 orpi utilizzando le oor-
dinate jaobiane denite in preedenza. Intanto ~x12 = ~x2−~x1 = ~ρ2 (gura 2.7),
e abbiamo già visto he
~x13 = ~ρ3 +
m2
m1 +m2
~ρ2
~x23 = ~ρ3 − m1
m1 +m2
~ρ2 .
Caloliamo poi l'inverso dei moduli di questi vettori, indiando on ρi il modulo
del vettore ~ρi,
x12
−1 = ρ2
−1
x13
−1 =
(
ρ3
2 + 2
m2
m1 +m2
~ρ2~ρ3 +
m2
2
(m1 +m2)2
ρ2
2
)− 1
2
=
= ρ3
−1
(
1 + 2
m2
m1 +m2
~ρ2~ρ3
ρ32
+
m2
2
(m1 +m2)2
ρ2
2
ρ32
)− 1
2
x23
−1 = ρ3
−1
(
1− 2 m1
m1 +m2
~ρ2~ρ3
ρ32
+
m1
2
(m1 +m2)2
ρ2
2
ρ32
)− 1
2
e introduiamo inne le seguenti notazioni:
p1 =
m1
m1 +m2
, p2 =
m2
m1 +m2
.
Grazie allo sviluppo in serie di Taylor (2.14) on
δi = (−1)i2pi ~ρ2~ρ3
ρ32
+ pi
2 ρ2
2
ρ32
i = 1, 2
possiamo nalmente esprimere l'energia potenziale in oordinate jaobiane
V = −
Gm1m2
ρ2
−
Gm1m3
ρ3
(
1 + 2p2
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p2
2 ρ2
2
ρ32
)
−
1
2−
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−
Gm2m3
ρ3
(
1− 2p1
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p1
2 ρ2
2
ρ32
)
−
1
2 =
= −
Gm1m2
ρ2
−
Gm1m3
ρ3
[
1− p2
~ρ2~ρ3
ρ32
−
p2
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
8
(
2p2
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p2
2 ρ2
2
ρ32
)2
−
−
5
16
(
2p2
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p2
2 ρ2
2
ρ32
)3
+ o(δ2
3)
]
−
−
Gm2m3
ρ3
[
1 + p1
~ρ2~ρ3
ρ32
−
p1
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
8
(
−2p1
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p1
2 ρ2
2
ρ32
)2
−
−
5
16
(
−2p1
~ρ2~ρ3
ρ32
+ p1
2 ρ2
2
ρ32
)3
+ o(δ1
3)
]
=
= −
Gm1m2
ρ2
−
Gm1m3
ρ3
{
1− p2
~ρ2~ρ3
ρ32
−
p2
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
2
p2
2 (~ρ2~ρ3)
2
ρ34
+
+
3
8
p2
4 ρ2
4
ρ34
+
3
2
p2
3 ~ρ2~ρ3
ρ32
ρ2
2
ρ32
−
−
5
16
[
8p2
3 (~ρ2~ρ3)
3
ρ36
+ p2
6 ρ2
6
ρ36
+ 12p2
4 (~ρ2~ρ3)
2
ρ34
ρ2
2
ρ32
+ 6p2
5 ~ρ2~ρ3
ρ32
ρ2
4
ρ34
]
+ o(δ2
3)
}
−
−
Gm2m3
ρ3
{
1 + p1
~ρ2~ρ3
ρ32
−
p1
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
2
p1
2 (~ρ2~ρ3)
2
ρ34
+
3
8
p1
4 ρ2
4
ρ34
−
3
2
p1
3 ~ρ2~ρ3
ρ32
ρ2
2
ρ32
−
−
5
16
[
−8p1
3 (~ρ2~ρ3)
3
ρ36
+ p1
6 ρ2
6
ρ36
+ 12p1
4 (~ρ2~ρ3)
2
ρ34
ρ2
2
ρ32
− 6p1
5 ~ρ2~ρ3
ρ32
ρ2
4
ρ34
]
+ o(δ1
3
)
}
.
Chiamiamo ora ϑ23 l'angolo ompreso tra ~ρ2 e ~ρ3, tale he
cosϑ23 =
~ρ2~ρ3
ρ2ρ3
e inseriamolo nell'espressione dell'energia potenziale:
V = −
Gm1m2
ρ2
−
Gm1m3
ρ3
−
Gm2m3
ρ3
+
+
Gm1m3
ρ3
~ρ3
ρ32
(p2~ρ2)−
Gm2m3
ρ3
~ρ3
ρ32
(p1~ρ2)−
−
Gm1m3
ρ3
(
−
p2
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
2
p2
2 ρ2
2
ρ32
cos2 ϑ23
)
−
Gm2m3
ρ3
(
−
p1
2
2
ρ2
2
ρ32
+
3
2
p1
2 ρ2
2
ρ32
cos2 ϑ23
)
−
−
Gm1m3
ρ3
(
3
2
p2
3 ρ2
3
ρ33
cosϑ23 −
5
2
p2
3 ρ2
3
ρ33
cos3 ϑ23
)
−
−
Gm2m3
ρ3
(
−
3
2
p1
3 ρ2
3
ρ33
cosϑ23 +
5
2
p1
3 ρ2
3
ρ33
cos3 ϑ23
)
+ o
((ρ2
ρ3
)3)
.
Nella preedente espressione la prima riga rappresenta il termine di monopolo,
la seonda riga rappresenta il termine di dipolo e la terza riga è il termine di
quadrupolo.
Si vede subito he il termine di dipolo è nullo, infatti
Gm3
ρ33
(~ρ2~ρ3)(m1p2 −m2p1) = Gm3
ρ33
(~ρ2~ρ3)
( m1m2
m1 +m2
− m2m1
m1 +m2
)
= 0
pertanto l'energia potenziale assumerà la forma
V = −
Gm1m2
ρ2
−
Gm3(m1 +m2)
ρ3
−
Gm3
ρ3
ρ2
2
ρ32
(m1p2
2
+m2p1
2
)P2(cosϑ23)−
−
Gm3
ρ3
ρ2
3
ρ33
(m2p1
3
−m1p2
3
)P3(cosϑ23) + o

ρ2
ρ3

3

=
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= −
Gm1m2
ρ2
−
Gm3(m1 +m2)
ρ3
−
Gm3(m1 +m2)
ρ3
ρ2
2
ρ32
m1m2
(m1 +m2)2
P2(cosϑ23)−
−
Gm3(m1 +m2)
ρ3
ρ2
3
ρ33
m1m2(m1 −m2)
(m1 +m2)3
P3(cosϑ23) + o
((ρ2
ρ3
)3)
dove P2(x) e P3(x) sono i polinomi di Legendre di seondo e di terzo grado
rispettivamente.
Siano ora
V2 = −Gm1m2
ρ2
V3 = −Gm3(m1 +m2)
ρ3
∆V = −Gm3(m1 +m2)
ρ3
ρ2
2
ρ32
m1m2
(m1 +m2)2
P2(cosϑ23) (2.15)
∆V ∗ = −Gm3(m1 +m2)
ρ3
ρ2
3
ρ33
m1m2(m1 −m2)
(m1 +m2)3
P3(cosϑ23) .
In questo modo risulta V = V2 + V3 +∆V +∆V
∗ + o(ρ2/ρ3)3 e l'energia totale
è data da
E = T1 + T2 + T3 + V2 + V3 +∆V +∆V
∗ + o

ρ2
ρ3
3
on Ti =
1
2
Mi|~˙ρi|2
energia inetia riavata da (2.7).
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Capitolo 3
Stima delle perturbazioni
3.1 Elementi orbitali e perturbazioni
Gli elementi orbitali dei pianeti non sono ostanti nel tempo ma ambiano len-
tamente a ausa delle perturbazioni. I pianeti si muovono lungo le rispettive
ellissi osulanti he però variano a ogni istante posizione, dimensioni e forma.
L'eetto delle perturbazioni dipende dal sistema di oordinate utilizzato, osì si
avranno eetti diversi a seonda he si usino oordinate rispetto al barientro o
oordinate elioentrihe o anora oordinate jaobiane.
Trattando l'orbita kepleriana (problema dei 2 orpi di massa m e M) si è
visto he l'energia ridotta E è legata al semiasse maggiore a dalla relazione
a = −G(M +m)
2E
dove E =
1
2
v2 − G(M +m)
r
,
he però nel moto perturbato non sono ostanti e la derivata rispetto al tempo
del semiasse maggiore è
a˙ =
G(M +m) E˙
2E2
e faendo il rapporto fra le due espressioni si ha
a˙
a
= − E˙
E
. (3.1)
Se supponiamo l'orbita irolare (e trasuriamo la massa m) abbiamo
Ecirc = −GM
2r
=
1
2
v2−GM
r
⇒ 1
2
v2 =
GM
2r
⇒ Ecirc = −1
2
v2 = −GM
2r
=
V
2
on V energia potenziale.
Perturbazioni in oordinate jaobiane
Le oordinate jaobiane sono per denizione aette soltanto da perturbazioni
dirette e per valutarle utilizziamo l'espressione del potenziale gravitazionale in
queste oordinate. La perturbazione ∆aij sul semiasse maggiore aj del pianeta
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Pj , dovuta alla presenza del pianeta Pi di massa mi si ottiene, nel aso di tre
orpi e utilizzando le approssimazioni preedenti, da
∆aij
aj
= −∆E
Ej
= −2∆V
Vj
dividendo ∆V (denito in (2.15) e he rappresenta la perturbazione prinipale)
prima per V2 e poi per V3:
∆V
V2
=
m3
m1 +m2
(ρ2
ρ3
)3
P2(cosϑ23)
∆V
V3
=
m1m2
(m1 +m2)2
(ρ2
ρ3
)2
P2(cosϑ23) = p2(1− p2)
(ρ2
ρ3
)2
P2(cosϑ23) .
Si denisono ε di Roy le seguenti quantità he fornisono l'ordine di grandezza
della perturbazione sul semiasse maggiore:
ε32 =
m3
m1 +m2
(ρ2
ρ3
)3
(pianeta perturbante esterno)
ε23 = p2(1− p2)
(ρ2
ρ3
)2
(pianeta perturbante interno).
(3.2)
Gli ε di Roy ε32 e ε23 sono quantità adimensionali e nel aso del Sistema Solare
possono essere onsiderati rispettivamente ome una misura della perturbazione
di m3 sulla binaria m⊙, m2 e una misura della perturbazione di m⊙ e m2
sull'orbita di m3 rispetto al barientro di m⊙ e m2.
In un sistema di n+1 orpim0, . . . ,mn, gli ε di Roy relativi al orpo perturbante
mi e al orpo perturbato mj sono
εij =
mi∑j
k=1mk
(ρj
ρi
)3
(per i > j, ioè orpo perturbante esterno) (3.3)
εij = µi(1 − µi)
( ρi
ρj
)2
(per i < j, ioè orpo perturbante interno) (3.4)
dove
µi =
mi∑i
k=1mk
.
Si noti he il ampo di variazione (esursione) del polinomio P2 è
max P2(cosϑij)−min P2(cosϑij) = 3
2
da ui disende he l'esursione del semiasse maggiore si può stimare on l'es-
pressione 3ajεij . Se si vuole valutare il massimo, ioè max |∆aij |, bisogna
riavare il massimo del modulo del polinomio P2 di Legendre he è 1, quindi
max |∆aij | ≃ 2εijaj , (3.5)
mentre per valutare lo sarto quadratio medio di ∆aij , lo si deve alolare per
la funzione P2(cosϑij):
Ê
1
2π
∫
2pi
0
P 2
2
(cosϑ)dϑ =
Ê
1
2π
∫
2pi
0

3
2
cos2 ϑ−
1
2

2
dϑ =
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=Ê
1
2π
∫
2pi
0

3
2

1
2
cos 2ϑ+
1
2

−
1
2

2
dϑ =
Ê
1
2π
∫
2pi
0

3
4
cos 2ϑ+
1
4

2
dϑ =
=
Ê
1
2π

9
16
∫
2pi
0
cos2 2ϑ dϑ+
1
16
∫
2pi
0
dϑ+
3
8
∫
2pi
0
cos 2ϑ dϑ

=
=
Ê
1
2π

9
32
∫
4pi
0
cos2 t dt+
1
16
[ϑ]2pi
0
+
3
16
∫
4pi
0
cos t dt

=
=
É
1
2π
(
9
32

t+ sin t cos t
2
4pi
0
+
π
8
+ 0
)
=
√
1
2π

9
32
4π
2
+
π
8

=
√
1
2π
11π
16
=
√
11
32
≃ 0.586 .
Essendo dunque ∆aij = −2εijajP2(cosϑij), lo sarto quadratio medio sarà
σ(∆aij) = 2εijajσ(P2(cosϑij)) ≃ εij aj . (3.6)
Perturbazioni di ordine superiore al quadrupolo
Per quanto riguarda i termini perturbativi di ordine superiore al quadrupolo si
può operare ome per il termine di quadrupolo. Per esempio, per il termine
∆V ∗ si ha
∆V ∗
V2
=
m3(m⊙ −m2)
(m⊙ +m2)2

ρ2
ρ3
4
P3(cosϑ23) ≃ m3
m⊙

ρ2
ρ3
4
P3(cosϑ23) ,
∆V ∗
V3
=
m⊙m2(m⊙ −m2)
(m⊙ +m2)3

ρ2
ρ3
3
P3(cosϑ23) ≃ m3
m⊙

ρ2
ρ3
3
P3(cosϑ23) .
Anhe in questo aso si possono denire quantità analoghe agli ε di Roy:
ε∗32 =
m3
m⊙

ρ2
ρ3
4
, ε∗23 =
m2
m⊙

ρ2
ρ3
3
he risultano importanti per i pianeti più viini fra loro (quelli interni del Sistema
Solare), ioè quando
ρ2/ρ3 è viino a 1.
Perturbazioni in oordinate barientrihe
Consideriamo n+1 orpi on masse m0, . . . ,mn e siano ~S, ~B1, . . . , ~Bn le rispet-
tive oordinate rispetto al barientro del sistema. Nel aso del Sistema Solare,
m0 e ~S sono la massa e il vettore posizione del Sole, e per la (2.12) le equazioni
del moto rispetto all'energia potenziale sono
mi ~¨Bi = −∂V (
~S, ~B1, . . . , ~Bn)
∂ ~Bi
i = 1, . . . , n
dove le derivate parziali devono essere alolate prima di eettuare la sostitu-
zione
~S = −
n∑
i=1
mi
m0
~Bi .
Usiamo le lagrangiane relative al moto di ogni pianeta attorno a una massa m0
posta nel barientro del sistema
Lj =
1
2
mj | ~˙Bj |2 + Gmjm0| ~Bj |
= Tj − Vj j = 1, . . . , n
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e la lagrangiana dell'intero sistema
L = T − V =
n∑
j=1
Lj +
1
2
n∑
i=1
n∑
j 6=0,i
Gmimj
| ~Bi − ~Bj |
+
n∑
j=1
∆Vj
dove
∆Vj =
Gm0mj
| ~Bj − ~S|
− Gm0mj
| ~Bj |
≃ Gm0mj
| ~Bj |3
~Bj · ~S .
L'ultima approssimazione si ottiene utilizzando lo sviluppo di Taylor tronato
al termine di primo ordine (1 + δ)−
1
2 ≃ 1− 1/2δ:
1
| ~Bi − ~S|
= [( ~Bi − ~S) · ( ~Bi − ~S)]− 12 = ( ~Bi · ~Bi − 2 ~Bi · ~S + ~S · ~S)− 12 =
=
1
| ~Bi|

1− 2
~Bi · ~S
| ~Bi|2
+
~S · ~S
| ~Bi|2
− 1
2
≃ 1
| ~Bi|

1− 1
2

−2
~Bi · ~S
| ~Bi|2
+
~S · ~S
| ~Bi|2

=
=
1
| ~Bi|
+
~Bi · ~S
| ~Bi|3
− 1
2
~S · ~S
| ~Bi|3
≃ 1
| ~Bi|
+
~Bi · ~S
| ~Bi|3
.
Per quanto riguarda la perturbazione ∆aj sul semiasse maggiore aj del orpo
di massa mj si avrà allora per la (3.1)
∆aj
aj
= −∆Vj
Ej
= −∆Vj1
2Vj
≃ 2 Gm0mj
~Bj ~S
Gm0mj | ~Bj |2
= 2
|~S|
| ~Bj|
cosϑj
dove ϑj è l'angolo tra ~Bj e ~S, e srivendo ~S ome ombinazione lineare dei ~Bi
si ha
∆aj ≤ 2aj cosϑj
n∑
i=1
mi
m0
| ~Bi|
| ~Bj |
.
Introduendo inne le quantità
θij =
mi
m0
| ~Bi|
| ~Bj |
≃ mi
m0
ai
aj
(3.7)
si onlude he
∆aj ≤ 2aj cosϑj
n∑
i=1
θij . (3.8)
Pertanto l'esursione del semiasse maggiore si può stimare on la quantità
4aj
∑n
i=1 θij , mentre il massimo si può stimare on 2aj
∑n
i=1 θij .
Si noti he per | ~Bi| → +∞, ioè on l'aumentare della distanza dal barientro
del sistema del pianeta perturbante, risulta θij → +∞ e ne onsegue un notevole
eetto dei pianeti esterni (anhe se pioli) su quelli interni, mentre in oordinate
jaobiane risulta εij → 0 per la prima delle (3.2), dunque per i pianeti interni
le oordinate jaobiane risultano preferibili a quelle barientrihe.
Osserviamo inne he l'inuenza eseritata dalla massa mi è la stessa su tutti i
orpi:
θijaj =
mi
m0
| ~Bi|
| ~Bj |
aj ≃ mi
m0
| ~Bi| ≃ mi
m0
| ~Bi|
| ~Bk|
ak = θikak .
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Perturbazioni in oordinate elioentrihe
Siano ora
~R0, . . . , ~Rn le oordinate di n + 1 orpi di masse m0, . . . ,mn (nel
aso del Sistema Solare, sia m0 la massa del Sole). I vettori ~Hi = ~Ri − ~R0
(i = 1, . . . , n) sono le oordinate dei orpi di massa m1, . . . ,mn rispetto alla
posizione del orpo di massa m0.
Per la (2.3), le forze perturbatrii indiretta e diretta sul j-esimo orpo sono date
da
~F indj = −
n∑
i6=j,i=1
Gmimj
| ~Hi|3
~Hi , ~F
dir
j =
n∑
i6=j,i=1
Gmimj
| ~Hi − ~Hj |3
( ~Hi − ~Hj)
quindi bisogna valutare separatamente le perturbazioni risultanti dall'origine
non inerziale del Sole.
Consideriamo per sempliità il aso n = 2 (due pianeti he ruotano attorno al
Sole) e per j = 1, 2 l'energia ridotta del sistema di due orpi mj e m0 riavata
dalla (1.30)
Ej = −G(m0 +mj)
2aj
dove aj è il semiasse maggiore dell'orbita del j-esimo orpo. La derivata rispetto
al tempo dell'energia Ej è la somma delle potenze
1 P dirj e P
ind
j delle forze
perturbatrii diretta e indiretta:
E˙j = P
dir
j + P
ind
j , P
dir
j = Gmi
~Hi − ~Hj
| ~Hi − ~Hj |3
· ~˙Hj , P indj = −Gmi
~Hi
| ~Hi|3
· ~˙Hj .
La parte indiretta può essere stimata supponendo l'orbita irolare ([5℄ pp.52),
ioè ponendo il modulo del vettore posizione | ~Hj | ≃ aj , la veloità angolare
(ostante) uguale al moto medio nj =
È
G(m0 +mj)/a3j e il modulo della ve-
loità tangenziale | ~˙Hj | = njaj . Inoltre ~˙Hj è perpendiolare a ~Hj , pertanto nel
prodotto salare
~Hi · ~˙Hj = | ~Hi|| ~˙Hj | cos(π/2− ϑ) = | ~Hi|| ~˙Hj | sinϑ
ompare l'angolo ϑ tra ~Hi e ~Hj he si riava da ϑ(t) = (nj − ni)t. Quindi per
quanto riguarda l'energia per la perturbazione indiretta risulta
|∆indEj | ≃ Gminjaj
a2i
∣∣∣∣∣
∫ t2
t1
sin[(nj − ni)t] dt
∣∣∣∣∣ ≤ 1|nj − ni|
Gminjaj
a2i
e per stimare la massima variazione del semiasse maggiore, dalla (3.1) si ha
|∆indaj |
aj
≃ |∆
indEj |
Ej
≤ 2 nj|nj − ni|
mi
(m0 +mj)
a2j
a2i
.
1
Come onseguenza del teorema delle forze vive, in presenza di forze onservative e non
onservative, la derivata rispetto al tempo dell'energia meania è uguale alla potenza delle
forze non onservative ([8℄ pp.171, 174 e 180).
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Se dunque il pianeta perturbante è esterno al pianeta perturbato, ioè i = 2,
j = 1 e n2 ≪ n1, supponendo m1,m2 ≪ m0, risulta
|∆ind2 a1|
a1
≤ 2 m2
m0
a21
a22
mentre per la perturbazione indiretta di un pianeta interno su un pianeta
esterno, ioè per i = 1 e j = 2, si ha
|∆ind1 a2|
a2
≤ 2 m1
m0
n2a
2
2
n1a21
= 2
m1
m0
√
a2√
a1
,
dove nell'ultimo passaggio si è utilizzata la terza legge di Keplero.
Per dare una limitazione superiore delle perturbazioni dirette utilizziamo una
onseguenza della disuguaglianza triangolare e anora l'approssimazione a un'or-
bita irolare
| ~Hi − ~Hj | ≥
∣∣| ~Hi| − | ~Hj |∣∣ ≃ |ai − aj |
|∆dirEj | ≤ 1|nj − ni|
Gmi
|ai − aj|2njaj
|∆diraj |
aj
≃ |∆
dirEj |
Ej
≤ 2 nj|nj − ni|
mi
(m0 +mj)
a2j
|ai − aj|2 .
Come si è visto per le oordinate jaobiane, nelle perturbazioni dirette dominano
i termini di quadrupolo: in tal aso la frequenza |nj −ni| a denominatore ha un
fattore 2, pertanto la perturbazione diretta dovuta a un pianeta esterno, ioè
per i = 2 e j = 1, quando aj ≪ ai, è data da
|∆dir2 a1|
a1
≤ m2
m0
a21
a22
mentre la perturbazione diretta di un pianeta interno, ioè per i = 1 e j = 2, è
|∆dir1 a2|
a2
≤ m1
m0
n2✓✓a
2
2
n1✓✓a
2
2
=
m1
m0
a
3/2
1
a
3/2
2
.
Riassumendo, la perturbazione (indiretta e diretta) del semiasse maggiore in
oordinate elioentrihe dovuta al pianeta i-esimo sul pianeta j-esimo si può
stimare nel modo seguente:
∆aij
aj
≤


IND DIR
2ηij = 2
mi
m0
√
aj√
ai
µij =
mi
m0
a
3/2
i
a
3/2
j
se j > i
2ηij = 2
mi
m0
a2j
a2i
µij =
mi
m0
a2j
a2i
se j < i
(3.9)
Per
a2/a1 → ∞ la perturbazione diretta dovuta a un pianeta interno tende
a zero, mentre quella indiretta tende a innito. Invee la perturbazione dovuta
a un pianeta esterno, per
a2/a1 → ∞ si omporta ome per le oordinate
jaobiane, ioè tende a zero, ma meno rapidamente, visto he quella elioentria
ontiene il fattore
a2
1/a2
2
, mentre quella jaobiana è proporzionale a
a3
1/a3
2
.
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3.2 La selta del modello dinamio
Per determinare l'orbita di un oggetto del Sistema Solare serve l'equazione del
moto di un sistema di n orpi e si pone prima di tutto la questione di quali
oordinate segliere.
Le oordinate barientrihe sono utili per le integrazioni numerihe, infatti il
numero di equazioni del problema di n + 1 orpi si ridue a 3n, dal momento
he la posizione del Sole si riava dalla (2.5), ma poi non è neessario utilizzare
l'orbita alolata in queste oordinate e in genere si eettua la onversione in
oordinate elioentrihe. Queste ultime sono la selta naturale per le orbite
del Sistema Solare, infatti le posizioni relative
~Hi − ~Hj sono le sole osservabili.
Il barientro e la posizione del Sole rispetto a esso si ottengono da espressioni
ontenenti i rapporti mj/m0, quindi un atalogo di elementi orbitali di asteroidi
ottenuto da oordinate artesiane barientrihe ambia ogni volta he le masse
vengono aggiornate. Invee in oordinate elioentrihe questo non aade, a
meno he gli asteroidi non abbiano un lose approah on un pianeta la ui
massa è stata riveduta. Tuttavia gli elementi orbitali in oordinate elioentrihe
possono ambiare sensibilmente nel tempo a ausa delle perturbazioni indirette
dovute ai pianeti interni.
Le oordinate jaobiane sono più stabili nel tempo, ma dipendono dalle mas-
se. Le oordinate barientrihe hanno una stabilità intermedia, on perturba-
zioni maggiori rispetto alle oordinate jaobiane, ma senza la divergenza per
a2/a1 → ∞ della perturbazione indiretta di un pianeta interno in oordinate
elioentrihe.
Un altro aspetto importante riguarda il numero n di orpi da onsiderare nel
modello dinamio: il Sistema Solare ontiene il Sole, i nove pianeti, i satelliti
dei pianeti e una grande quantità di orpi minori ome asteroidi e omete.
Naturalmente non è possibile onsiderarli tutti, anhe solo per il fatto he tanti
sono anora sonosiuti, per ui dobbiamo segliere un ordine di grandezza per
le perturbazioni su un determinato orpo di ui si vuole determinare l'orbita e
trasurare i orpi il ui eetto risulta inferiore. L'ordine di grandezza dipende
dal tipo di appliazioni in ui si utilizzano i dati ottenuti e deve essere adeguato,
per esempio, all'auratezza delle osservazioni.
Nelle seguenti tabelle 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 sono riportati rispettivamente i valori
εij delle oordinate jaobiane alolati on le formule (3.3) e (3.4), i valori
θij delle oordinate barientrihe alolati on la (3.7), e i valori ηij e µij delle
perturbazioni indirette e dirette in oordinate elioentrihe alolati on la (3.9),
per tutti i pianeti del Sistema Solare. Ogni riga relativa a un pianeta ontiene
le perturbazioni del suddetto pianeta sugli altri, quindi la olonna relativa a
un pianeta ontiene le perturbazioni dovute agli altri pianeti. La riga RMS,
presente nella tabella delle oordinate jaobiane, ontiene la radie quadrata
R della somma dei quadrati di tutte queste ultime perturbazioni, moltipliata
per il semiasse maggiore del pianeta perturbato, ioè la quantità ∆aj = Raj
espressa in unità astronomihe. In tutte le tabelle è invee presente la riga SUM
i ui valori sono dati dalla somma delle perturbazioni moltipliata per il semiasse
maggiore e per un fattore 2.
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Pianeta perturbato
Mer Ven Emb Mar Jup Sat Ura Nep Plu
Mer − 4.75D-08 2.49D-08 1.07D-08 9.19D-10 2.73D-10 6.74D-11 2.74D-11 1.59D-11
Ven 3.75D-07 − 1.28D-06 5.52D-07 4.73D-08 1.40D-08 3.47D-09 1.41D-09 8.19D-10
Emb 1.76D-07 1.15D-06 − 1.31D-06 1.12D-07 3.33D-08 8.23D-09 3.35D-09 1.94D-09
Mar 5.29D-09 3.45D-08 9.12D-08 − 2.77D-08 8.21D-09 2.03D-09 8.26D-10 4.79D-10
Jup 3.93D-07 2.57D-06 6.78D-06 2.40D-05 − 2.83D-04 6.99D-05 2.84D-05 1.65D-05
Sat 1.90D-08 1.24D-07 3.28D-07 1.16D-06 4.62D-05 − 7.05D-05 2.87D-05 1.67D-05
Ura 3.57D-10 2.33D-09 6.15D-09 2.18D-08 8.66D-07 5.36D-06 − 1.78D-05 1.03D-05
Nep 1.09D-10 7.14D-10 1.89D-09 6.67D-09 2.65D-07 1.64D-06 1.34D-05 − 2.98D-05
Plu 6.94D-15 4.53D-14 1.20D-13 4.23D-13 1.68D-11 1.04D-10 8.47D-10 3.26D-09 −
aj 3.87D-01 7.23D-01 1.00D+00 1.52D+00 5.20D+00 9.54D+00 1.92D+01 3.01D+01 3.95D+01
RMS 2.21D-07 2.04D-06 6.91D-06 3.66D-05 2.40D-04 2.70D-03 1.92D-03 1.33D-03 1.55D-03
SUM 7.51D-07 5.68D-06 1.70D-05 8.24D-05 4.94D-04 5.54D-03 5.91D-03 4.51D-03 5.80D-03
Risultati sperimentali
σ 7.48D-07 4.71D-06 9.20D-06 5.31D-05 6.24D-04 3.39D-03 1.69D-03 1.34D-03 3.02D-03
MAX 3.13D-06 1.93D-05 2.81D-05 1.42D-04 2.06D-03 1.09D-02 4.81D-03 3.53D-03 7.26D-03
RAN 4.97D-06 2.73D-05 4.96D-05 2.43D-04 3.11D-03 1.75D-02 7.51D-03 5.70D-03 1.06D-02
aj semiasse maggiore medio del pianeta perturbato
RMS aj
È∑9
i=1 ε
2
ij
SUM 2aj
∑9
i=1 εij
σ
È
1
n
∑n
k=1 (a
k
j − aj)2 on akj semiasse maggiore al tempo tk
MAX maxk |akj − aj |
RAN maxk a
k
j −mink akj (esursione)
T
a
b
e
l
l
a
3
.
1
:
G
l
i
ε
d
i
R
o
y
d
e
l
S
i
s
t
e
m
a
S
o
l
a
r
e
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Pianeta perturbato
Mer Ven Emb Mar Jup Sat Ura Nep Plu
Mer − 8.88D-08 6.43D-08 4.22D-08 1.24D-08 6.73D-09 3.34D-09 2.13D-09 1.62D-09
Ven 4.57D-06 − 1.77D-06 1.16D-06 3.40D-07 1.85D-07 9.21D-08 5.88D-08 4.48D-08
Emb 7.85D-06 4.20D-06 − 2.00D-06 5.84D-07 3.18D-07 1.58D-07 1.01D-07 7.69D-08
Mar 1.27D-06 6.80D-07 4.92D-07 − 9.45D-08 5.15D-08 2.56D-08 1.63D-08 1.24D-08
Jup 1.28D-02 6.87D-03 4.97D-03 3.26D-03 − 5.20D-04 2.59D-04 1.65D-04 1.26D-04
Sat 7.05D-03 3.78D-03 2.73D-03 1.79D-03 5.25D-04 − 1.42D-04 9.07D-05 6.91D-05
Ura 2.17D-03 1.16D-03 8.39D-04 5.51D-04 1.61D-04 8.78D-05 − 2.79D-05 2.12D-05
Nep 4.01D-03 2.14D-03 1.55D-03 1.02D-03 2.98D-04 1.62D-04 8.07D-05 − 3.92D-05
Plu 7.56D-07 4.04D-07 2.93D-07 1.92D-07 5.62D-08 3.06D-08 1.52D-08 9.71D-09 −
aj 3.87D-01 7.23D-01 1.00D+00 1.52D+00 5.19D+00 9.54D+00 1.92D+01 3.01D+01 3.95D+01
SUM 2.02D-02 2.02D-02 2.02D-02 2.02D-02 1.03D-02 1.47D-02 1.85D-02 1.71D-02 2.02D-02
Risultati sperimentali
MAX 3.21D-02 2.04D-02 2.11D-02 2.42D-02 1.34D-02 1.33D-02 7.26D-03 3.88D-03 3.17D-02
RAN 5.78D-02 4.02D-02 4.09D-02 4.75D-02 2.62D-02 2.57D-02 1.33D-02 6.59D-03 6.07D-02
aj semiasse maggiore medio del pianeta perturbato
SUM 2aj
∑9
i=1 θij
MAX maxk |akj − aj |
RAN maxk a
k
j −mink akj (esursione)
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Pianeta perturbato
Mer Ven Emb Mar Jup Sat Ura Nep Plu
Mer − 2.27D-07 2.67D-07 3.29D-07 6.09D-07 8.25D-07 1.17D-06 1.46D-06 1.68D-06
Ven 7.01D-07 − 2.88D-06 3.55D-06 6.57D-06 8.90D-06 1.26D-05 1.58D-05 1.81D-05
Emb 4.56D-07 1.59D-06 − 3.75D-06 6.94D-06 9.40D-06 1.33D-05 1.67D-05 1.91D-05
Mar 2.08D-08 7.27D-08 1.39D-07 − 5.96D-07 8.08D-07 1.15D-06 1.43D-06 1.64D-06
Jup 5.29D-06 1.85D-05 3.53D-05 8.19D-05 − 1.29D-03 1.83D-03 2.30D-03 2.63D-03
Sat 4.69D-07 1.64D-06 3.13D-06 7.27D-06 8.48D-05 − 4.05D-04 5.08D-04 5.82D-04
Ura 1.77D-08 6.19D-08 1.18D-07 2.74D-07 3.20D-06 1.08D-05 − 5.47D-05 6.26D-05
Nep 8.51D-09 2.97D-08 5.68D-08 1.32D-07 1.54D-06 5.18D-06 2.10D-05 − 5.90D-05
Plu 7.09D-13 2.47D-12 4.73D-12 1.10D-11 1.28D-10 4.31D-10 1.75D-09 4.29D-09 −
aj 3.87D-01 7.23D-01 1.00D+00 1.52D+00 5.20D+00 9.55D+00 1.92D+01 3.01D+01 3.95D+01
SUM 5.39D-06 3.19D-05 8.37D-05 2.96D-04 1.08D-03 2.54D-02 8.80D-02 1.74D-01 2.67D-01
aj semiasse maggiore medio del pianeta perturbato
SUM 2aj
∑9
i=1 ηij
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Pianeta perturbato
Mer Ven Emb Mar Jup Sat Ura Nep Plu
Mer − 6.50D-08 4.00D-08 2.13D-08 3.37D-09 1.35D-09 4.75D-10 2.42D-10 1.61D-10
Ven 7.01D-07 − 1.51D-06 8.01D-07 1.27D-07 5.10D-08 1.79D-08 9.11D-09 6.05D-09
Emb 4.56D-07 1.59D-06 − 1.62D-06 2.56D-07 1.03D-07 3.61D-08 1.84D-08 1.22D-08
Mar 2.08D-08 7.27D-08 1.39D-07 − 5.11D-08 2.06D-08 7.20D-09 3.67D-09 2.44D-09
Jup 5.29D-06 1.85D-05 3.53D-05 8.19D-05 − 3.84D-04 1.35D-04 6.86D-05 4.56D-05
Sat 4.69D-07 1.64D-06 3.13D-06 7.27D-06 8.48D-05 − 1.00D-04 5.11D-05 3.39D-05
Ura 1.77D-08 6.19D-08 1.18D-07 2.74D-07 3.20D-06 1.08D-05 − 2.23D-05 1.48D-05
Nep 8.51D-09 2.97D-08 5.68D-08 1.32D-07 1.54D-06 5.18D-06 2.10D-05 − 3.42D-05
Plu 7.09D-13 2.47D-12 4.73D-12 1.10D-11 1.28D-10 4.31D-10 1.75D-09 4.29D-09 −
aj 3.87D-01 7.23D-01 1.00D+00 1.52D+00 5.20D+00 9.55D+00 1.92D+01 3.01D+01 3.95D+01
SUM 2.69D-06 1.59D-05 4.03D-05 1.40D-04 4.68D-04 3.82D-03 4.91D-03 4.27D-03 5.08D-03
aj semiasse maggiore medio del pianeta perturbato
SUM aj
∑9
i=1 µij , on µij termini diretti delle formule 3.9
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Le ultime righe (e la riga aj) sono risultati sperimentali riavati dalle eemeridi
del Jet Propulsion Laboratory (DE430) in un periodo di 200 anni: la riga aj
ontiene le medie dei semiassi maggiori dei pianeti, la riga MAX ontiene le
massime dierenze tra i semiassi maggiori e la loro media, la riga σ ontiene gli
sarti quadratii medi delle suddette dierenze (deviazioni standard), mentre la
riga RAN ontiene le esursioni (rank) dei semiassi maggiori.
I onfronti tra risultati teorii e risultati sperimentali vanno fatti tra la riga
RMS e la riga σ e tra la riga SUM e la riga MAX. Non si tratta di valutazioni
preise, ma soltanto di stime dell'ordine di grandezza.
I risultati relativi alle perturbazioni barientrihe sono molto buoni, tranne
per quanto riguarda Urano e Nettuno, i quali sono in risonanza 2 : 1 e questo
omporta una perturbazione a lungo periodo dell'ordine di migliaia di anni: au-
mentando l'intervallo di tempo operto da 200 a 600 anni si osserva un sensibile
miglioramento (Tabella 3.5).
Pianeta perturbato
Ura Nep
SUM 1.85D-02 1.71D-02
Risultati sperimentali
200 7.26D-03 3.88D-03
600 9.89D-03 6.06D-03
Tabella 3.5: Perturbazioni rispetto al barientro per 200 e 600 anni
In oordinate jaobiane i rapporti tra risultati teorii (SUM) e sperimentali
(MAX) sono sempre minori di 2 tranne per Merurio, Venere e Giove, omun-
que inferiori a 4.2, ma nella tabella 3.1 sono trasurati i termini perturbativi
superiori al quadrupolo.
Per farsi un'idea di queste ultime perturbazioni, la seguente tabella ontiene
gli ε di Roy e gli ε∗ delle perturbazioni sulla Terra (alolati on il programma
Matlab), relativi ai sistemi jaobiani formati da Sole, Terra e un altro orpo
perturbante, e si può osservare he l'inuenza di Cerere è maggiore di quella di
Plutone. Inoltre gli ε∗ di Giove e di Venere sono dello stesso ordine di grandezza
degli ε di Roy più grandi.
Sistema jaobiano 2εi⊕ 2ε
∗
i⊕ 2(εi⊕ + ε
∗
i⊕)a⊕(km)
Sole-Merurio-Terra 4.95× 10−08 1.91× 10−08 10
Sole-Venere-Terra 2.56× 10−06 1.85× 10−06 660
Sole-Terra-Marte 1.82× 10−07 1.19× 10−07 45
Sole-Terra-Cerere 4.25× 10−11 1.54× 10−11 0.009
Sole-Terra-Giove 1.35× 10−05 2.60× 10−06 2415
Sole-Terra-Saturno 6.50× 10−07 6.78× 10−08 107
Sole-Terra-Urano 1.23× 10−08 6.39× 10−10 1.9
Sole-Terra-Nettuno 3.77× 10−09 1.25× 10−10 0.6
Sole-Terra-Plutone 2.16× 10−13 5.51× 10−15 0.00003
Tabella 3.6: Perturbazioni sulla Terra
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Nella seguente tabella 3.7 sono riportati i risultati teorii (SUM) in oordinate
jaobiane ottenuti sommando anhe le perturbazioni dovute ai termini di or-
dine superiore al quadrupolo (gli ε∗) per tutti i pianeti del Sistema Solare e
onfrontati on i risultati sperimentali (MAX) già visti nella tabella 3.1 degli ε
di Roy.
Pianeta SUM MAX Rapporto
perturbato 2aj
∑9
i=1(εij + ε
∗
ij) maxk |akj − aj| MAX/SUM
Mer 9.83× 10−07 3.13× 10−06 3.2
Ven 7.47× 10−06 1.93× 10−05 2.6
Emb 2.17× 10−05 2.81× 10−05 1.3
Mar 1.08× 10−04 1.42× 10−04 1.3
Jup 7.58× 10−04 2.06× 10−03 2.7
Sat 8.54× 10−03 1.09× 10−02 1.3
Ura 8.32× 10−03 4.81× 10−03 0.6
Nep 6.04× 10−03 3.53× 10−03 0.6
Plu 8.49× 10−03 7.26× 10−03 0.9
Tabella 3.7: Perturbazioni in oordinate jaobiane
Per onfrontare risultati teorii e sperimentali in oordinate elioentrihe
bisogna sommare le perturbazioni indirette e quelle dirette. Nella tabella 3.8
sono riportate le somme delle perturbazioni indirette (IND) e di quelle dirette
(DIR) già viste nelle tabelle 3.3 e 3.4 e le somme di dirette e indirette (SUM),
da onfrontare on i risultati sperimentali (MAX). Si può notare he sui pianeti
esterni dominano le perturbazioni indirette (gli η) rispetto a quelle dirette.
Pianeta IND DIR SUM MAX
perturbato aj
∑9
i=1 2ηij aj
∑9
i=1 µij aj
∑
9
i=1
(2ηij + µij) maxk |akj − aj |
Mer 5.39× 10−06 2.69× 10−06 8.08× 10−06 3.13× 10−06
Ven 3.19× 10−05 1.59× 10−05 4.78× 10−05 1.93× 10−05
Emb 8.37× 10−05 4.03× 10−05 1.24× 10−04 2.72× 10−05
Mar 2.96× 10−04 1.40× 10−04 4.36× 10−04 1.43× 10−04
Jup 1.08× 10−03 4.68× 10−04 1.55× 10−03 2.07× 10−03
Sat 2.54× 10−02 3.82× 10−03 2.92× 10−02 3.76× 10−02
Ura 8.80× 10−02 4.91× 10−03 9.29× 10−02 1.08× 10−01
Nep 1.74× 10−01 4.27× 10−03 1.79× 10−01 1.93× 10−01
Plu 2.67× 10−01 5.08× 10−03 2.72× 10−01 3.79× 10−01
Tabella 3.8: Perturbazioni in oordinate elioentrihe
Perturbazioni sugli asteroidi
Allo stesso modo è possibile valutare le perturbazioni su un asteroide da parte
degli altri orpi. Considerando un sistema di tre orpi omposto dal Sole, un
pianeta e l'asteroide, ontinuano a valere le espressioni di εij , θij , ηij e µij , dove
i india il orpo perturbante (pianeta) e j india l'asteroide.
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La tabella 3.9 ontiene i valori di εij , θij , ηij e µij per l'asteroide Cerere (semiasse
maggiore di 2.76 AU e massa 0.00015 masse terrestri).
Pianeta εij θij ηij µij
Mer 3.25× 10−09 2.32× 10−08 4.41× 10−07 8.67× 10−09
Ven 1.68× 10−07 6.41× 10−07 4.78× 10−06 3.28× 10−07
Emb 3.94× 10−07 1.09× 10−06 4.99× 10−06 6.55× 10−07
Mar 9.80× 10−08 1.77× 10−07 4.32× 10−07 1.32× 10−07
Jup 1.42× 10−04 1.80× 10−03 2.68× 10−04 2.68× 10−04
Sat 6.83× 10−06 9.92× 10−04 2.37× 10−05 2.37× 10−05
Ura 1.29× 10−07 3.04× 10−04 8.99× 10−06 8.99× 10−07
Nep 3.97× 10−08 5.62× 10−04 4.33× 10−07 4.33× 10−07
Plu 2.27× 10−12 9.31× 10−08 3.23× 10−11 3.23× 10−11
Tabella 3.9: Perturbazioni su un asteroide
3.3 Cenni di teoria dei segnali
Un segnale è una grandezza sia variabile a ui è assoiata una informazione:
tale grandezza viene solitamente shematizzata ome una funzione di una o
più variabili. Nelle pagine seguenti i ouperemo eslusivamente di segnali in
funzione del tempo. Se il dominio della funzione, ioè l'insieme dei tempi su ui
è denita, ha la ardinalità del ontinuo si parla di segnale a tempo ontinuo,
mentre se il dominio ha la ardinalità dell'insieme dei numeri interi si ha un
segnale a tempo disreto. Se anhe il odominio ha la ardinalità del ontinuo,
si parla di segnale analogio.
Un ampionamento di un segnale analogio x(t) onsiste nel prenderne solo i
valori x[j] = x(jT ) in orrispondenza a istanti ben preisi jT detti istanti di
ampionamento, dove T è un numero reale ssato detto passo di ampionamento
e j è un numero intero. Dunque un ampionamento è un segnale a tempo
disreto.
Nella teoria dei segnali assumono notevole importanza le onde sinusoidali, a
tempo ontinuo e a tempo disreto
c(t) = cos
2π
P
t c[j] = cos
2π
P
Tj
s(t) = sin
2π
P
t s[j] = sin
2π
P
Tj
dove P è il periodo dell'onda. La quantità f = 1/P si die frequenza dell'onda.
Più in generale si possono onsiderare onde della forma x(t) = A cos(2πft+ θ)
dove A è l'ampiezza dell'osillazione e θ è la fase iniziale.
Denizione 3.1. Si die polinomio trigonometrio di gradom una funzione (di
periodo 2π) della forma
F (x) =
m∑
k=0
(αk cos kx+ βk sinkx) =
m∑
k=0
γke
ikx
.
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Data una funzione h(x), reale e denita nell'intervallo [0, 2π), si pone la que-
stione di determinare un polinomio trigonometrio F (x) di minimo grado tale
he
F (xj) = yj per j = 0, . . . , N − 1 (3.10)
dove yj = h(xj) sono i valori assunti da h(x) in N punti equidistanti xj = 2πj/N
per j = 0, . . . , N − 1.
Denizione 3.2. Il vettore ~z = DFT (~y) i ui elementi sono
zk =
N−1∑
j=0
yje
−ik 2piN j , k = 0, . . . , N − 1
è detto trasformata disreta di Fourier del vettore ~y = (y0, . . . , yN−1).
Se ~y ha omponenti reali, le omponenti di ~z sono tali he z0 è reale e z¯k = zN−k,
per k = 1, . . . , N − 1 (proprietà simmetria della DFT, [2℄ pp.419). Se N è pari
(N = 2M), allora anhe zM è reale, in quanto z¯M = zM .
Consideriamo ora il seguente polinomio
FN (x) =


α0
2
+
∑
M−1
k=1
(αk cos kx+ βk sin kx) se N = 2M − 1
α0
2
+
∑
M−1
k=1
(αk cos kx+ βk sin kx) +
αM
2
cosMx se N = 2M
in ui i oeienti αk e βk sono reali e sono dati da
αk =
2
N
ℜ(zk) = 2
N
N−1∑
j=0
h(xj) cos kxj
βk = − 2
N
ℑ(zk) = 2
N
N−1∑
j=0
h(xj) sin kxj
dove ~z è la DFT del vettore ~y. In partiolare se N = 2M risulta
αM =
2
N
zM =
2
N
N−1∑
j=0
(−1)jh(xj) .
Tale polinomio soddisfa la (3.10) ed è unio ([2℄ pp.419-421). Se N è pari
(N = 2M), la DFT fa orrispondere al vettore ~y di dimensione N i due vettori
di dimensione rispettivamente N/2+1 e N/2−1 ontenenti gli elementi αk e βk.
Una importante proprietà dei suddetti polinomi trigonometrii è la onvergenza
per N he tende all'innito di FN (x) alla funzione h(x), sotto erte ipotesi di
regolarità. Vale infatti il seguente teorema.
Teorema 3.3.1. Sia h(x) una funzione periodia di periodo 2π e derivabile due
volte on ontinuità. Allora per ogni ǫ > 0 esiste un polinomio trigonometrio
FN (x) tale he
|h(x)− FN (x)| ≤ ǫ per ogni x .
Dimostrazione. [2℄ pp.425
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Se un segnale h(x) è periodio on frequenza f , le sole frequenze he ompongono
il segnale (ioè le omponenti sinusoidali del polinomio trigonometrio) sono i
multipli interi di f , ovvero f , 2f , 3f , 4f . . . Tali frequenze sono dette armonihe.
La prima armonia (o frequenza fondamentale) è f , la seonda armonia è 2f , e
osì via. La sequenza ~z fornise le omponenti della frequenza di h(x) e quindi
è hiamata anhe lo spettro del segnale h(x).
Consideriamo ora il tempo t ome variabile indipendente e un segnale h(t)
periodio: abbiamo visto he h(t) si può somporre in omponenti sinusoidali.
Se il periodo di h(t) è P , un ampione del segnale per l'intervallo [0, P ) si alola
ai tempi tj = jP/N , j = 0, . . . , N − 1. Poihé la teoria nora esposta si riferise
a funzioni di periodo 2π, per ottenere una funzione di periodo 2π basta operare
la trasformazione
t→ x = 2π
P
t .
La rappresentazione del segnale ome grao (t, h(t)) può risultare del tutto pri-
va di signiato, speialmente se h(t) è omposta di numerose sinusoidi e aetta
da rumore. Se invee il segnale è ampionato, il grao può apparire ome un
ammasso informe di punti. Le aratteristihe più importanti per lo studio di un
segnale sono in realtà la frequenza, la fase e l'ampiezza delle omponenti sinusoi-
dali: lo studio di un segnale attraverso l'esame delle tre preedenti grandezze si
hiama analisi spettrale. Tra le altre ose, la DFT serve anhe a eseguire questo
studio. Riordiamo infatti he per un numero omplesso h = x + iy = meip, il
modulo è il numero reale non negativo m, mentre la fase è il numero reale p.
Dunque, per ome è stata denita la DFT, modulo e fase dei numeri omplessi
zk rappresentano modulo e fase delle armonihe di h(t).
Analisi spettrale di un segnale
Vediamo ome eseguire l'analisi spettrale di un segnale utilizzando il programma
MATLAB e l'algoritmo FFT
2
. Il segnale è dato dalla funzione f(t) del tempo t
espresso in giorni
f(t) =
4∑
k=2
cos
2π
200
k t
di periodo P = 200 giorni, il ui grao è rappresentato in gura 3.1, dove si
vedono failmente ampiezze e frequenze del segnale, ma basta aggiungere un
rumore biano originato da una distribuzione normale per ompliarne lo studio
(gura 3.2).
Prima di tutto bisogna denire un intervallo di tempo e dividerlo in sotto-
intervalli di uguale lunghezza Ts (passo di ampionamento), rispettando la on-
dizione di Nyquist (il reiproo del passo di ampionamento sia minore del dop-
pio della frequenza massima del segnale), alla base del teorema di ampiona-
mento di Shannon ([7℄ pp.240 e 252):
P=200; % per iodo
Ts=2; % passo d i ampionamento
2
La Fast Fourier Transform (FFT) è un algoritmo ottimizzato per il alolo della DFT,
ideato dai due matematii ameriani James William Cooley e John Wilder Tukey ([6℄ pp.297-
301).
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Figura 3.1: Un segnale di periodo P = 200
Figura 3.2: Segnale di periodo P = 200 on rumore
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t=0:Ts : 9 9 9 ; % ampionamento on tempi a passo Ts
N=length ( t ) ; % dimensione d e l v e t t o r e t
Suessivamente si ampiona il segnale ontinuo f(t) sommato a un rumore
biano nei nodi t(i) introdotti e si applia il metodo FFT per il alolo della
DFT (il omando plot fornise la gura 3.2):
% ve t t o r e d i N numeri pseudo− a s u a l i
% on d i s t r i b u z i o n e normale s tandard
r=randn (1 ,N) ;
% segna l e non d i s t u r b a t o
f=os (2∗2∗pi/P∗ t )+os (2∗3∗pi/P∗ t )+os (2∗4∗pi/P∗ t ) ;
f r=f+r ; % segna l e d i s t u r b a t o
plot ( t , f , t , f r ) % gr a f i  o de i s e g n a l i
% tras formata d i s  r e t a d i Fourier
% de l v e t t o r e d e l s e gna l e d i s t u r b a t o
z=f f t ( f r ) ;
Se, ome in questo aso, il vettore t ha lunghezza pari si alola il modulo della
DFT per i primi N/2 + 1 elementi, essendo la DFT simmetria, e dividendo il
modulo della DFT per N/2 + 1 si normalizza la DFT, ioè si fa in modo he
a sinusoidi di modulo unitario nel dominio temporale orrispondano ampiezze
unitarie nel dominio della frequenza:
% modulo d e l l a DFT normal i z za to
zz=abs ( z ( 1 :N/2+1))/(N/2+1);
Si introduono poi la frequenza di ampionamento Ws = 1/Ts e la frequenza
di Nyquist Wn = Ws/2 (il massimo valore rappresentabile della frequenza di
ampionamento), e si denise l'asse delle asisse on le frequenze nell'intervallo
[0,Wn) diviso in N/2 + 1 nodi (dominio della frequenza):
Ws=1/Ts ; % frequenza d i ampionamento
Wn=Ws/2 ; % frequenza d i Nyquis t
w=linspae (0 ,Wn,N/2+1);
Inne si srive il grao del modulo della DFT rispetto al dominio di frequenza,
ioè on i valori delle frequenze sull'asse delle asisse:
plot (w, zz )
axis ( [ 0 0 . 1 0 1 ℄ )
ottenendo ome risultato la gura 3.3, dove si notano hiaramente i pihi di
ampiezza orrispondenti alle frequenze k/P per k = 2, 3, 4.
68
Figura 3.3: Spettro di frequenza di un segnale
3.4 Analisi spettrale delle eemeridi
Considerando un erto pianeta del Sistema Solare, siano
~t = (t0, . . . , tN−1) il
vettore dei tempi e ~a = (a0, . . . , aN−1) il vettore dei semiassi maggiori per i tempi
ti riavati dalle eemeridi del JPL (DE430): si alola allora la trasformata
disreta di Fourier ~x del vettore ~a (segnale). Se il ampionamento è a passo
ostante si denise il passo di ampionamento Ts = t2 − t1, le frequenze
Ws =
1
Ts
, Wn =
Ws
2
e il vettore ~w di N/2 + 1 punti equidistanti dell'intervallo [0,Wn).
Il grao dei moduli degli xi rispetto ai wi, ioè i moduli della DFT nel dominio
di frequenza, fornise i risultati delle gure 3.4, 3.5 e 3.6 nel aso della Terra,
on Ts = 5 giorni, N = 14600 (200 anni) e eemeridi del JPL onvertite in
oordinate equinotali jaobiane, elioentrihe e barientrihe.
Per distriarsi tra i numerosi pihi delle gure si alolano le frequenze delle
perturbazioni prinipali, utilizzando i periodi sinodii (Tabella A.2) dei pianeti
rispetto alla Terra:
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fMa = 1/780 (0.00128)
fV e = 1/584 (0.00171)
fJu = 1/399 (0.00251)
2fMa = 2/780 (0.00256)
fSa = 1/378 (0.00265)
fUr = 1/370 (0.00270)
fNe = 1/367 (0.00272)
2fV e = 2/584 (0.00342)
2fJu = 2/399 (0.00501)
3fV e = 3/584 (0.00514)
2fSa = 2/378 (0.00529)
4fV e = 4/584 (0.00685)
3fJu = 3/399 (0.00752)
Confrontando i segnali nei tre sistemi di oordinate si nota in partiolare ome
nelle oordinate barientrihe siano dominanti le frequenze prinipali dei pianeti
maggiori Giove, Saturno, Urano e Nettuno, mentre le oordinate elioentrihe
risultano simili a quelle jaobiane, fatta eezione per la frequenza prinipale
di Venere, molto più evidente in oordinate elioentrihe, dal momento he
in oordinate jaobiane le frequenze prinipali sono presenti nel polinomio di
Legendre di terzo grado e non nel termine di quadrupolo. Infatti per le formule
delle potenze di funzioni trigonometrihe
cos2 θ =
1
2
(cos 2θ + 1) cos3 θ =
1
4
(cos 3θ + 3 cos θ)
il polinomio di Legendre di seondo grado P2(cos θ) ontiene soltanto cos 2θ,
mentre P3(cos θ) ontiene cos 3θ e cos θ.
Tuttavia anhe in oordinate elioentrihe risulta dominante la frequenza
2fJu di Giove e questo giustia l'ipotesi fatta in preedenza sulla stima delle
perturbazioni dirette.
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Figura 3.4: Segnale sulla Terra in oordinate jaobiane
Figura 3.5: Segnale elioentrio sulla Terra
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Figura 3.6: Segnale barientrio sulla Terra
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Appendie A
Periodo siderale e periodo
sinodio
Si die periodo sinodio Sij del pianeta i-esimo rispetto al pianeta j-esimo l'in-
tervallo di tempo tra due sue ongurazioni omologhe suessive.
Il periodo siderale Ti del pianeta i-esimo è invee l'intervallo di tempo neessario
perhé il pianeta perorra un'intera orbita attorno al Sole. Il periodo siderale
T⊕ della Terra si hiama anhe anno siderale.
Lo spostamento angolare del pianeta i-esimo, on periodo siderale Ti, sulla sua
orbita in un giorno è di 360◦/Ti e quello della Terra è di 360
◦/T⊕, dunque la
dierenza tra gli spostamenti angolari diurni del pianeta e della Terra (o della
Terra e del pianeta) è lo spostamento apparente in un giorno del pianeta, ioè
360◦/Si⊕. Per i pianeti inferiori (quelli più viini della Terra al Sole) risulta
allora
1
Si⊕
=
1
Ti
− 1
T⊕
,
e per i pianeti superiori (quelli più lontani della Terra dal Sole)
1
S⊕i
=
1
T⊕
− 1
Ti
.
Queste uguaglianze sono hiamate equazioni del moto sinodio.
Analogamente a quanto visto per la Terra si possono srivere le equazioni del
moto sinodio anhe tra gli altri pianeti:
1
Sij
= 1Ti − 1Tj on i < j
1
Sij
= 1Tj − 1Ti on i > j
(A.1)
dove i, j sono interi tali he i < j se il pianeta j-esimo è più lontano dal Sole
del pianeta i-esimo. Inoltre risulta Sij = Sji per ogni pianeta.
Le osservazioni onsentono di determinare direttamente solo i periodi sinodii
dei pianeti rispetto alla Terra e l'anno siderale. Quanto ai periodi sinodii dei
pianeti, essi vengono alolati in base alla relativa equazione del moto sinodio.
La tabella A.1 ontiene i periodi siderali (in giorni solari medi) dei pianeti
alolati espliitando il tempo T dall'equazione (1.16) e utilizzando la terza
legge di Keplero:
T = 2π
É
a3
GM
73
Pl. Sid.
Mer 87.969
Ven 224.70
Ear 365.26
Mar 686.97
Jup 4332.4
Sat 10785.
Ura 30768.
Nep 60353.
Plu 90781.
Tabella A.1: I periodi siderali
La tabella A.2 ontiene invee i periodi sinodii (in giorni solari medi) alolati
mediante le formule
Sij =
TiTj
Tj−Ti
on i < j
Sij =
TiTj
Ti−Tj
on i > j
ottenute direttamente dalle equazioni del moto sinodio (A.1).
Pl. Mer Ven Ear Mar Jup Sat Ura Nep Plu
Mer - 145 116 101 90 89 88 88 88
Ven 145 - 584 334 237 229 226 226 225
Ear 116 584 - 780 399 378 370 367 367
Mar 101 334 780 - 816 734 703 695 692
Jup 90 237 399 816 - 7241 5042 4667 4550
Sat 89 229 378 734 7241 - 16606 13132 12239
Ura 88 226 370 703 5042 16606 - 62766 46542
Nep 88 226 367 695 4667 13132 62766 - 180061
Plu 88 225 367 692 4550 12239 46542 180061 -
Tabella A.2: I periodi sinodii
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Appendie B
L'ellisse
Un ono irolare retto è un solido riavato dalla rotazione di 360◦ di un triangolo
rettangolo attorno a uno dei suoi ateti, detto asse del ono. Sia φ l'angolo tra
l'asse e l'ipotenusa del triangolo. Si hiama sezione onia (o sempliemente
onia), una urva piana ottenuta interseando la superie di un ono irolare
retto on un piano. A seonda della posizione del piano rispetto all'asse del
ono, si ottengono diverse urve: le iperboli si riavano da piani on inlinazione
rispetto all'asse minore di φ, le parabole si riavano da piani on inlinazione
uguale a φ, le ellissi sono urve hiuse e si riavano da piani on inlinazione
maggiore di φ e minore di π/2, mentre le ironferenze sono partiolari ellissi
on φ = π/2.
L'ellisse è anhe il luogo dei punti di un piano per i quali è ostante la somma
delle distanze da due punti ssi, detti fuohi. Sriviamo l'equazione di un'ellisse
in oordinate polari, partendo da un sistema di oordinate on origine in uno
dei fuohi (quello a destra) e asse delle asisse sulla retta passante per i due
fuohi, on verso da sinistra a destra. Siano ~r e f rispettivamente il vettore
posizione di un generio punto dell'ellisse e l'angolo tra il suddetto vettore e il
versore iˆ dell'asse delle asisse, e sia 2c la distanza tra i due fuohi (c > 0):
poihé la somma delle distanze tra i fuohi e un qualsiasi punto della onia è
ostante, risulterà |~r| + |~r + 2cˆi| = 2a, on a ostante. Ponendo r = |~r|, ioè
~r = (r cos f, r sin f), si ha
|~r + 2cˆi|2 = (r cos f + 2c)2 + r2 sin2 f = r2 cos2 f + 4c2 + 4cr cos f + r2 sin2 f
(2a− r)2 = 4a2 − 4ar + r2
da ui cr cos f + c2 = a2 − ar, ed espliitando r si onlude
r =
a2 − c2
a+ c cos f
.
Ponendo inne e = c/a, b =
√
a2 − c2 e p = b2/a si trova l'equazione
r =
p
1 + e cos f
,
dove le ostanti e, a, b, p si hiamano rispettivamente eentriità, semiasse
maggiore, semiasse minore e semi-lato retto.
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Appendie C
Lo sarto quadratio medio
Lo sarto quadratio medio (root mean square, RMS) è un indie di dispersione
delle misure sperimentali intorno a un erto valore, ioè una valutazione della
variabilità di una popolazione di dati o di una variabile asuale. Per n numeri
a1, . . . , an è denito da
Ì
1
n
n∑
i=1
a2n ,
mentre per funzioni reali f : [t1, t2]→ R si denise nel modo seguente:√
1
t2 − t1
∫ t2
t1
[f(t)]2 dt .
Consideriamo ora un fenomeno noto soltanto attraverso un numero nito
di misure e non tramite una o più funzioni note mediante le loro espressioni
analitihe. Si vuole risalire a espressioni analitihe he rappresentino meglio
possibile le misure, tenendo onto he queste ultime ontengono degli errori
di misura. Possiamo supporre la espressione inognita in modo tale he la
disrepanza tra essa e le misure sia omplessivamente minima. Se si impone he
la somma dei quadrati delle disrepanze sia minima, si ottiene una soluzione
sempre unia detta ai minimi quadrati.
Supponiamo di osservare n volte un fenomeno regolato dalla relazione fun-
zionale y = f(x) e di ottenere ome risultato delle osservazioni le oppie di punti
(xi, yi), i = 1, . . . , n. Ogni osservazione ontiene un errore, quindi non risulta
yi = f(xi), ma 'è un residuo ξi (detto anhe sarto o deviazione):
yi = f(xi) + ξi , i = 1, . . . , n
Ciasuno dei residui rappresenta un errore di misura, he supponiamo ignoto
ma piolo rispetto alle grandezze in gioo.
Sia la funzione inognita una ostante: f(x) = y¯. Supponiamo inoltre he gli
errori siano tali da non avere preferenza per valori positivi o negativi e he i
residui ξi = yi − y¯ siano pioli.
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Consideriamo la funzione obiettivo
Q(y¯) =
n∑
i=1
(yi − y¯)2
he dipende dal valore della ostante y¯. Allora la ondizione perhé Q(y¯) sia
stazionaria è:
0 =
∂Q
∂y¯
=
n∑
i=1
∂(yi − y¯)2
∂y¯
=
n∑
i=1
2(y¯ − yi)
he fornise l'equazione a ui deve soddisfare y¯:
2ny¯ − 2
n∑
i=1
yi = 0 ⇒ y¯ = 1
n
n∑
i=1
yi
ioè y¯ deve oinidere on la media dei dati yi. Si noti he la media non è sol-
tanto un punto stazionario della Q, ma è proprio un minimo, poihé la derivata
seonda di Q(y¯) è 2n (positiva).
I residui i danno pertanto una indiazione di quanto la i-esima misura yi dif-
ferise dalla media.
Dunque si alola la media dividendo la funzione obiettivo per il numero di
osservazioni e inne si estrae la radie quadrata per ottenere una grandezza
ompatibile, a livello di unità di misura, on quella di partenza.
La grandezza osì ottenuta si die deviazione standard:
σ =
Ì
1
n
n∑
i=1
(yi − y¯)2 .
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